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Вступ

Фiзичнi закони, що виражають зв’язок мiж фiзичними величинами,
формулюють, виходячи зi спостережень за природними явищами або прове-
дених експериментiв. Iнодi цi закони вдається записати у виглядi алгебричних
спiввiдношень (закон Ома, рiвняння стану для iдеального газу й багато iнших
законiв елементарної фiзики), але найчастiше вони виражають зв’язок мiж
змiнами фiзичних величин у просторi й у часi. Отже, якщо фiзична величина
в загальному випадку є функцiя однiєї часової й трьох просторових змiнних,
то змiни цiєї величини математично виражаються через частиннi похiднi вiд-
повiдної функцiї за часовою i просторовими змiнними. У пiдсумку фiзичнi
закони набувають вигляду диференцiальних рiвнянь у частинних похiдних.
Це може бути диференцiальне рiвняння для однiєї функцiї вiд декiлькох змiн-
них (рiвняння Пуассона (Лапласа) в електростатицi, хвильове рiвняння, рiв-
няння теплопровiдностi, рiвняння Шредiнгера у квантовiй механiцi й т.д.)
або, найчастiше, система диференцiальних рiвнянь для кiлькох функцiй вiд
декiлькох змiнних (система рiвнянь Ньютона в механiцi, рiвняння Максвел-
ла в електродинамiцi, рiвняння Ейлера в гiдродинамiцi, чотирикомпонентне
рiвняння Дiрака у квантовiй механiцi та iн. ). Усi рiвняння такого типу прий-
нято називати рiвняннями математичної фiзики — саме їх розгляду i
присвячено пропонований посiбник.

Структура курсу «Рiвняння математичної фiзики» має вiдповiдати двом
основним завданням математичної фiзики. По-перше, якщо задано правило
визначення фiзичної величини, що нас цiкавить, у будь-якiй точцi простору,
тобто задано поле, — потрiбно встановити характер цього поля, тобто швид-
кiсть змiни вiд точки до точки.

Для вивчення диференцiальних властивостей полiв послуговуються ма-
тематичною теорiєю поля. По-друге, необхiдно знайти деяку фiзичну величи-
ну, тобто визначити конкретний вид математичного поля, якщо вiдомi умови,
у яких перебуває матерiальний об’єкт або вiдбувається фiзичний процес.

Для вивчення методiв складання, передусiм iнтегрування рiвнянь, якi
визначають вiдповiднi шуканi функцiї координат i часу, слiд застосовувати
теорiю диференцiальних рiвнянь у частинних похiдних. Сукупнiсть теорiї по-
ля й теорiї диференцiальних рiвнянь у частинних похiдних утворює так звану
класичну математичну фiзику.
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1. Класифiкацiя лiнiйних диференцiальних рiвнянь

другого порядку в частинних похiдних. Канонiчний

вигляд

Рiвняння математичної фiзики являють собою нелiнiйнi диференцiальнi
рiвняння, але у разi їх лiнеаризацiї можна одержати вже лiнiйнi рiвняння фi-
зичних процесiв. Iсторично сталося так, що основну увагу в класичнiй фiзицi
придiляють лiнiйним рiвнянням, навiть пiсля появи таких новiтнiх роздiлiв,
як квантова механiка. На сьогоднi переважна бiльшiсть рiвнянь, що опису-
ють широкий спектр фiзичних явищ у найрiзноманiтнiших роздiлах сучасної
фiзики, є лiнiйнi рiвняння математичної фiзики. Для вивчення цих рiвнянь
було розвинено математичний апарат, за допомогою якого було докладно до-
слiджено їх властивостi i знайдено ефективнi аналiтичнi й числовi методи
побудови їх розв’язкiв. Ситуацiя з нелiнiйними рiвняннями виявилася дещо
складнiшою. Накопичений експериментальний досвiд дозволяє стверджува-
ти, що багато найважливiших фiзичних явищ (термоядернi реакцiї, численнi
магнiтнi явища, кулястi блискавки, цунамi й т.д.) можна адекватно описа-
ти лише у межах нелiнiйних моделей. На жаль, наразi математичний апарат
для вивчення нелiнiйних рiвнянь перебуває у процесi побудови, деякi їх важ-
ливi властивостi ще не з’ясовано остаточно, тому розв’язки вдалося одержати
тiльки для невеликого класу рiвнянь, i то лише частиннi. З огляду на це у
пропонованому посiбнику розглянуто тiльки лiнiйнi рiвняння математичної
фiзики.

Iз розвитком фiзики як науки було виявлено, що переважну кiлькiсть
фiзичних явищ можна описати досить вузьким класом рiвнянь, а саме дифе-
ренцiальними рiвняннями другого порядку. Винятки лише пiдтверджують
правило: рiвняння четвертого порядку в теорiї пружностi, рiвняння третього
порядку — вiдоме рiвняння Кортевега – де Фрiза у нелiнiйних коливаннях
i низка таких самих «екзотичних» прикладiв. Тому на першому етапi вив-
чення математичної фiзики можна обмежитися лiнiйними диференцiальними
рiвняннями другого порядку. Вивчення таких рiвнянь доцiльно починати зi
зведення їх до найпростiшого канонiчного вигляду.

Лiнiйне рiвняння другого порядку

n∑

i,j=1

aij (x)
∂2u

∂xi∂xj
+ Ω (x, u, grad u) = 0 (1.1)

4



має канонiчний вигляд у разi виконання умови

aij (x) =

{
1 за i 6= j,

0,±1 за i = j.

Рiвняння, записане в канонiчному виглядi, завжди являє собою один iз
трьох можливих типiв:

рiвняння елiптичного типу:

n∑

i=1

∂2u

∂xi∂xi
+ Ω = 0, що мiстять суми

других похiдних, число яких дорiвнює n;

рiвняння гiперболiчного типу:

r∑

i=1

∂2u

∂xi∂xi
−

n∑

i=r+1

∂2u

∂xi∂xi
+ Ω = 0,

0 < r < n, другi похiднi входять у такi рiвняння iз рiзними знаками, але їх
число знову ж таки дорiвнює n;

рiвняння параболiчного типу:

r∑

i=1

∂2u

∂xi∂xi
−

s∑

i=r+1

∂2u

∂xi∂xi
+ Ω = 0,

0 <r<s< n, частина других похiдних у цих рiвняннях вiдсутня взагалi.
Будь-яке рiвняння (1.1) з довiльними коефiцiєнтами можна звести до

канонiчного вигляду в будь-якiй точцi x = ζ, удавшись до замiни незалежних

змiнних: yk = yk (x) за умови, що det

∣∣∣∣
∂yk
∂xi

∣∣∣∣ 6= 0. Виразивши похiднi в (1.1)

через похiднi нової функцiї ũ за новими змiнними yk, одержимо перетворене
рiвняння тiєї самої структури, що й вихiдне:

n∑

k,l=1

ãkl
∂2ũ

∂yk∂yl
+ Ω̃ = 0. (1.2)

Новi коефiцiєнти ãkl (y) рiвняння (1.2) виразимо через старi коефiцiєнти
aij (x) рiвняння (1.1):

ãkl =
n∑

i,j=1

aij
∂yk
∂xi

∂yl
∂xj

. (1.3)

Необхiдно звернути особливу увагу, що закон перетворення коефiцiєнтiв
рiвняння збiгається з вiдомим iз лiнiйної алгебри законом перетворення кое-
фiцiєнтiв квадратичної форми за неособливої лiнiйної замiни змiнних. Дiйсно,
якщо задано квадратичну форму

K (p, p) =
n∑

i,j=1

aijpipj (1.4)
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i зроблено невироджене лiнiйне перетворення S вiд старих змiнних pi до нових

змiнних qk: pi =
n∑

k=1

sikqk за умови, що det |S| 6= 0, то нова квадратична форма

набуде вигляду

K (q, q) =
n∑

k,l=1

ãklqkql, де ãkl =
n∑

i,j=1

aijsiksjl. (1.5)

Порiвнявши (1.5) з коефiцiєнтами з (1.3), матимемо вираз

sik =
∂yk
∂xi

∣∣∣∣
x=ζ

.

Як вiдомо з лiнiйної алгебри, перетворення, що приводить квадратичну
форму до канонiчного вигляду, завжди можна знайти або методом Лагран-

жа (видiлення повних квадратiв), або методом Якобi (приведення матрицi
до трикутного вигляду). Незважаючи на те що це перетворення визначено
не єдиним способом, тип рiвняння (1.1) у точцi визначуваний однозначно на
пiдставi закону iнерцiї квадратичної форми. Вiдповiдно до цього закону чис-
ло вiд’ємних i додатних доданкiв у канонiчному виглядi квадратичної форми
не залежить вiд конкретного вибору перетворення.

Доведений факт важливий з теоретичного погляду, на вiдмiну вiд прак-
тичного, оскiльки рiвняння математичної фiзики завжди потрiбно розгляда-
ти в деякiй областi змiни змiнних, а не в окремiй точцi.

1.1. Випадок двох незалежних змiнних

Задача зведення рiвняння (1.1) до канонiчного вигляду в областi за до-
помогою перетворення незалежних змiнних у разi числа змiнних n > 2 мо-
же не мати розв’язку, оскiльки на n шуканих функцiй yk (x) накладають
n2/2+n− 1 умови, що випливають iз вимог ãkl = 0, k 6= 1, ãkl = 0,±1, k = l.

Будь-яке лiнiйне диференцiальне рiвняння другого порядку з двома
незалежними змiнними в загальному випадку має такий вигляд:

a (x, y) uxx + 2b (x, y) uxy + c (x, y) uyy + Ω (x, y, u, ux, uy) = 0. (1.6)

Обов’язковою вимогою є заданння функцiй a (x, y), b (x, y), c (x, y) в
деякiй областi та наявнiсть там неперервних похiдних до другого порядку
включно.

6



Звести лiнiйне рiвняння до канонiчного вигляду не в окремiй точцi, а в
цiлiй областi для двох незалежних змiнних можна завжди. Загальна замiна
змiнних:

ξ = ξ (x, y) , η = η (x, y) ,

де ξ i η — довiльнi, двiчi неперервно диференцiйованi функцiї з визначником
Остроградського, вiдмiнним вiд нуля:

D(ξ, η)

D(x, y)
=

∣∣∣∣
ξx ξy

ηx ηy

∣∣∣∣ 6= 0.

Це необхiдна й достатня умова зворотного перетворення

{
x = x(ξ, η),

y = y(ξ, η).
Iз урахуванням знайдених частинних похiдних

ux = uξξx + uηηx;

uy = uξξy + uηηy;

uxx = uξξξx2 + 2uξηξxηx + uηηηx2 + uξξxx + uηηxx;

uyy = uξξξy2 + 2uξηξyηy + uηηηy2 + uξξyy + uηηyy;

uxy = uξξξxξy + uξη(ξx + ηy + ξyηx) + uηηηxηy + uξξxy + uηηxy

загальний вигляд рiвняння (1.6) трансформується у вираз


aξ2x + 2bξxξy + cξ2y︸ ︷︷ ︸

ã


uξξ + 2


aξxηx + b(ξxηy + ξyηx) + cξyηy︸ ︷︷ ︸

b̃


uξη+

+


aη2

x + 2bηxηy + cη2
y︸ ︷︷ ︸

c̃


uηη + Ω̃ (ξ, η, u, uξ, uη) = 0. (1.7)

У результатi лiнiйне рiвняння знову набуло лiнiйного вигляду. Єдиний
спосiб спрощення в цьому разi полягає у специфiчному виборi функцiй ξ i η,
що забезпечує перетворення на нуль коефiцiєнтiв нового рiвняння (1.7). Ви-
рiшення цього питання еквiвалентно, наприклад, розв’язку такого рiвняння

aξ2x + 2bξxξy + cξ2y = 0.

Роздiливши його на ξ2y, матимемо вираз

a

(
ξx

ξy

)2

+ 2b

(
ξx

ξy

)
+ c = 0,
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розв’язок якого
ξx

ξy
=

−b±
√
b2 − ac

a
у загальному випадку отримати не мож-

на.
До вирiшення цього питання можна пiдiйти iнакше.

Лема 1.1. Вiзьмемо рiвняння

az2x + 2bzxzy + cz2y = 0, (1.8)

для якого вiдомий частинний розв’язок z = ϕ(x, y). Тодi ϕ(x, y) = C буде

загальним першим iнтегралом для звичайного диференцiального рiвняння

ady2 − 2bdxdy + cdx2 = 0. (1.9)

I навпаки, якщо ϕ(x, y) = C є загальний перший iнтеграл рiвняння

(1.9), то z = ϕ(x, y) буде розв’язком першого рiвняння (1.8).

Доведення. Перетворимо рiвняння (1.9) до вигляду

a

(
dy

dx

)2

− 2b
dy

dx
+ c = 0. (1.10)

Нехай ϕ(x, y) = C — загальний перший iнтеграл цього рiвняння. Обе-
ремо довiльну точку (x0, y0) i C так, щоб ϕ(x0, y0) = C0. Це неявне задання
функцiї y = f(x), причому f(x0) = y0, але для неявно заданих функцiй

dy

dx
= − ∂ϕ/∂x

∂ϕ/∂y

∣∣∣∣
y=f(x)

,

тому що dC0 = 0 = dϕ =
∂ϕ

∂x
dx +

∂ϕ

∂y
dy. Пiдставивши це визначення в рiв-

няння (1.6), отримаємо

a

(
∂ϕ/∂x

∂ϕ/∂y

)2

+ 2b

(
∂ϕ/∂x

∂ϕ/∂y

)
+ c = 0 ⇒ aϕ2

x + 2bϕxϕy + cϕ2
y = 0.

Оскiльки точку (x0, y0) було обрано довiльно, то z = ϕ(x, y) задовольняє
рiвняння тотожно. �

Отже, для визначення нових змiнних слiд розв’язати рiвняння

dy

dx
=

b±
√
b2 − ac

a
, (1.11)
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розв’язком якого можуть бути iнтеграли J1: Ψ(x, y) = const i J2: Θ(x, y) =

= const. Рiвняння (1.11) називають рiвнянням характеристик. Тип рiв-
няння в областi його визначення визначають знаком1 функцiї

D (x, y) = b2 (x, y)− a (x, y) c (x, y) ,

яку називають дискримiнантом рiвняння (1.11). Новi змiннi ξ i η обирають
по-рiзному для кожного iз трьох можливих випадкiв.

D > 0 – рiвняння гiперболiчного типу. Розв’язавши два рiвняння
(1.12), визначимо два першi iнтеграли. Як ξ i η вiзьмемо iнтеграли J1 i J2:

dy

dx
=

b+
√
D

a
⇒ ξ (x, y) = J1 (x, y) ⇒ ã = 0,

dy

dx
=

b−
√
D

a
⇒ η (x, y) = J2 (x, y) ⇒ c̃ = 0.

(1.12)

У нових змiнних рiвняння (1.6) набуде вигляду

uξη + Ω̃ (ξ, η, u, uξ, uη) = 0.

Це друга канонiчна форма для рiвняння гiперболiчного типу. Вдавшись
до додаткової замiни σ = ξ + η, ρ = ξ − η, отримаємо

uσσ − uρρ + Ψ̃ (σ, ρ, u, uσ, uρ) = 0.

Це перша канонiчна форма для рiвняння гiперболiчного типу.
D = 0 – рiвняння параболiчного типу. Розв’язавши рiвняння (1.13),

знайдемо один iнтеграл. Як η вiзьмемо цей iнтеграл

dy

dx
=

b

a
⇒ η (x, y) = J (x, y) ⇒ c̃ = 0, (1.13)

а як другу змiнну — будь-яку функцiю, лiнiйно незалежну вiд η, наприклад
ξ (x, y) = x ⇒ b̃ = 0. Рiвняння (1.6) набуде вигляду

uξξ + Ω̃ (ξ, η, u, uξ, uη) = 0.

D < 0 – рiвняння елiптичного типу. Розв’язавши рiвняння (1.14) з
комплексними коефiцiєнтами, знайдемо комплексний iнтеграл J (x, y). Як ξ

1Знак дискримiнанта можна обрати як класифiкатор типу рiвняння. Дiйсно, прямим обчисленням

можна перевiрити, що b̃2− ãc̃ =
(
b2 − ac

) ∣∣∣∣
D(ξ, η)

D(x, y)

∣∣∣∣
2

, де

∣∣∣∣
D(ξ, η)

D(x, y)

∣∣∣∣ — якобiан перетворення, тобто визначник

Остроградського.
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i η вiзьмемо дiйсну й уявну частини iнтеграла:

dy

dx
=

b+ i
√
−d

a
⇒ ξ (x, y) = Re J (x, y) ,

η (x, y) = Im J (x, y) ;
⇒ b̃ = 0,

ã = c̃.
(1.14)

Пiсля перетворень рiвняння (1.6) набуде вигляду

uξξ + uηη + Ω̃ (ξ, η, u, uξ, uη) = 0.

Легко перевiрити, що якобiан перетворення не дорiвнює нулю у всiх
випадках.

Якщо функцiя D(x, y) не зберiгає знак у всiй областi, то ми маємо спра-
ву з так званими виродженими рiвняннями i рiвняннями змiшаного типу.

Приклад 1. Звести до канонiчного вигляду рiвняння Трiкомi:

uxx + xuyy = 0. (1.15)

Розв’язання. У нашому випадку a = 1, b = 0, c = x i D = −x.
Умова D > 0 ⇔ x < 0 визначає лiву пiвплощину декартової систе-

ми координат. Розв’язавши лiнiйнi диференцiальнi рiвняння (1.12), знайдемо
iнтеграли, а отже, i новi змiннi:

dy

dx
=

√
−x ⇒ ξ = y +

2

3
(−x)3/2 ,

dy

dx
= −

√
−x ⇒ η = y − 2

3
(−x)3/2 ;

⇒
{

σ = 2y,

ρ = 4
3 (−x)3/2 .

Перетворивши похiднi, одержимо систему рiвнянь

ux = uσσx + uρρx = −2uρ(−x)
1
2 ,

uy = uσσy + uρρy = 2uσ,

uxx = uσσσx2 + 2uσρσxρx + uρρρx2 + uσσxx + uρρxx = −4xuρρ + (−x)−
1
2uρ,

uyy = uσσσy2 + 2uσρσyρy + uρρρy2 + uσσyy + uρρyy = 4uσ.

Пiдставивши їх у рiвняння (1.15) i виразивши x через ρ, одержимо в
розглянутiй областi x < 0:

uσσ − uρρ +
1

3ρ
uρ = 0.

Тут рiвняння Трiкомi має гiперболiчний тип.
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За D = 0 ⇔ x = 0 одержимо uxx = 0 ⇒ uξξ = 0, тобто рiвняння
має параболiчний тип, але множина {(x, y) : x = 0,−∞ < y < +∞} не являє
собою область, тому цей випадок позбавлений фiзичного змiсту.

Умова D < 0 ⇔ x > 0 визначає праву пiвплощину декартової систе-
ми координат. Розв’язавши лiнiйне диференцiальне рiвняння (1.14), знайдемо
комплексний перший iнтеграл, а отже, i новi змiннi:

dy

dx
= i

√
x ⇒ J = −y +

2i

3
x

3
2 ⇒

{
ξ = −y,

η = 2x
3
2/3.

Вiдповiдно до знайденої замiни зведемо рiвняння (1.15) до канонiчного
вигляду в цiй областi:

uξξ + uηη +
1

3η
uη = 0.

Тут рiвняння Трiкомi має елiптичний тип.
Рiвняння Трiкомi набуває широкого застосування в аеродинамiцi. А змi-

на типу рiвняння зумовлена, наприклад, переходом вiд дозвукової швидкостi
польоту до надзвукової.

Завдання для самостiйного виконання

Звести до канонiчного вигляду такi рiвняння в частинних похiдних:

1.1.uxx − 2xuxy = 0

1.2.y2uxx + x2uyy = 0

1.3.uxx + xuyy = 0, x < 0

1.4.y2uxx + x2uyy = 0

1.5.y2uxx − x2uyy = 0

1.6.uxx + yuyy = 0, y < 0

1.7.uxx + yuyy = 0, y > 0

1.8.x2uxx + 2xyuxy + y2uyy = 0

1.9.uxx + xuyy = 0, x > 0

1.10.xuxx + yuyy = 0, x > 0, y > 0

1.11.uxx + yuyy − uy/2 = 0, y < 0

1.12.uxx + xyuyy = 0, x > 0, y > 0

1.13.xuxx + yuyy = 0, x < 0, y < 0

1.14.uxx + yuyy + uy/2 = 0, y > 0

1.15.4y2uxx − e2xuyy − 4y2ux = 0

1.16.xy2uxx − 2x2yuxy + x3uyy − y2ux = 0

1.17.e2xuxx + 2ex+yuxy + e2yuyy − xu = 0

1.18.xuxx + 2xuxy + (x− 1)uyy = 0, x > 0
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Приклад 2. Знайти розв’язок рiвняння

uxx + 2uxy − 3uyy = 0 (1.16)

за виконання двох додаткових умов: u(x, 0) = 3x2, uy(x, 0) = 0.
Розв’язання. У нашому випадку a = 1, b = 1, c = −3 i D = 4.
Розв’язавши лiнiйнi диференцiальнi рiвняння (1.12), знайдемо iнтегра-

ли, а отже, i новi змiннi:

dy

dx
= 1 + 2 ⇒ ξ = y − 3x,

dy

dx
= 1− 2 ⇒ η = y + x.

Перетворивши похiднi i пiдставивши їх у рiвняння (1.16), одержимо дру-
гу канонiчну форму для рiвняння гiперболiчного типу:

uξη = 0. (1.17)

Як вiдомо з курсу диференцiальних рiвнянь, розв’язок рiвняння (1.17)
можна зобразити у виглядi

u(x, y) = F (ξ) +G(η) = F (y − 3x) +G(y + x). (1.18)

Пiдставивши вираз (1.18) у додатковi умови, отримаємо систему:

{
u(x, 0) = F (−3x) +G(x) = 3x2,

uy(x, 0) = F ′(−3x) +G′(x) = 0.
⇒




F (−3x) +G(x) = 3x2,

−1

3
F (−3x) +G(x) = C,

розв’язком якої є функцiї F (−3x) =
9x2 + C

4
i G(x) =

3x2 − C

4
. Вiдтак запи-

шемо загальний вигляд рiвняння (1.18):

u(x, y) =
(−3x+ y)2 + C

4
+

3(x+ y)2 − C

4
= 3x2 + y2.

Завдання для самостiйного виконання

Знайти розв’язок рiвняння за виконання двох додаткових умов:

1.19.

{
x2uxx + 2xyuxy + y2uyy = 0,

u(x, y)|y=0 = 1, uy(x, y)|y=0 = 2.

1.20.

{
x2uxx + 2xyuxy + y2uyy = 0,

u(x, y)|y=0 = 1, uy(x, y)|y=0 = 2.
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1.21.

{
3uxx − 4uxy + uyy − 3ux + uy = 0,

u(x, y)|y=0 = x/2, uy(x, y)|y=0 = −x2 + 5x− 2.

1.22.

{
eyuxy − uyy + uy = 0,

u(x, y)|y=0 = −x2/2, uy(x, y)|y=0 = − sin x.

1.23.




4y2uxx + 2

(
1− y2

)
uxy − uyy −

2y

1 + y2
(2ux − uy) = 0,

u(x, y)|y=0 = x2 − 2, uy(x, y)|y=0 = cos(2x)− 1.

2. Коротка класифiкацiя основних рiвнянь

математичної фiзики

У цьому роздiлi наведено характернi фiзичнi процеси, описуванi рiзними
математичними моделями, i диференцiальнi рiвняння в частинних похiдних
разом iз типовими крайовими умовами, притаманними цим моделям.

Важливий клас рiвнянь у частинних похiдних описують лiнiйним рiв-
нянням другого порядку:

Au ≡
n∑

i,j=1

aij (x)
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑

i=1

ai (x)
∂u

∂xi
+ a (x) u = Σ(x), (2.1)

де x = (x1, . . . , xn). Функцiї aij (x), ai (x), a(x) називають коефiцiєнтами

рiвняння (2.1), а функцiю Σ(x) — вiльним членом.

2.1. Рiвняння коливань

Багато завдань механiки (одновимiрнi коливання струн i стрижнiв, дво-
вимiрних мембран) i фiзики (електромагнiтнi коливання) описують рiвнян-
ням коливань вигляду

ρ
∂2u

∂t2
= div (p grad u)− qu+ Σ (x, t) , (2.2)

де невiдома функцiя u(x, t) залежить вiд n (n = 1, 2, 3) просторових коорди-
нат, x = (x1, x2, . . . , xn), i часу t; коефiцiєнти ρ, p i q визначають властиво-
стями середовища, де вiдбувається коливальний процес; вiльний член Σ(x, t)

виражає iнтенсивнiсть зовнiшнього збурення. У рiвняннi (2.2) вiдповiдно до
визначення диференцiальних операторiв div i grad

div (p grad u) =
n∑

i=1

∂

∂xi

(
p
∂u

∂xi

)
.
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У разi малих поперечних коливань струни, яка являє собою натягнену
нитку, що не чинить опору згину (тобто |T (x, t)| = T0 = const), рiвняння (2.2)
набуває вигляду

ρ
∂2u

∂t2
= T0

∂2u

∂x2
+ Σ, (2.3)

де (x, u) є координати площини, у якiй струна здiйснює поперечнi коливання
поблизу свого положення рiвноваги, що збiгається з вiссю x.

За Σ 6= 0 коливання струни називають змушеними, а за Σ = 0 —
вiльними.

Якщо густина ρ стала, то рiвняння коливань струни (2.3) набуває вигля-
ду

∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
+ f, (2.4)

де f =
Σ

ρ
, а a2 =

T0

ρ
— стала. Рiвняння (2.4) називають також одновимiрним

хвильовим рiвнянням.
Рiвняння вигляду (2.2) описує також малi поздовжнi коливання пруж-

ного стрижня:

ρS
∂2u

∂t2
=

∂

∂x

(
ES

∂u

∂x

)
+ Σ(x, t), (2.5)

де S (x) — площа поперечного перерiзу стрижня й E (x) — модуль Юнга в
точцi x.

Для однозначного опису процесiв коливань струни або стрижня необхiд-
но додатково задати величини зсуву U та швидкостi Ut у початковий момент
часу (початковi умови) i режим на кiнцях (крайовi умови).

Приклади крайових умов:
• якщо кiнець x0 струни рухається за законом µ(t), то u|x=x0

= µ(t);

• якщо на кiнець x0 струни дiє задана сила ψ(t), то
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=x0

=
ψ(t)

T0
;

• якщо кiнець x0 стрижня закрiплено пружно з коефiцiєнтом жорсткостi

закрiплення α, то E
∂u

∂x
+ α u|x=x0

= 0 вiдповiдно до закону Гука.

Частковим випадком рiвняння (2.2) є також рiвняння малих поперечних

коливань мембрани:

ρ
∂2u

∂t2
= T0

(
∂2u

∂x21
+

∂2u

∂x22

)
+ Σ. (2.6)
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Якщо густина ρ стала, то рiвняння коливань мембрани

∂2u

∂t2
= a2

(
∂2u

∂x21
+

∂2u

∂x22

)
+ f, a2 =

T0

ρ
, f =

Σ

ρ
, (2.7)

називають також двовимiрним хвильовим рiвнянням.
Рiвняння вигляду

∂2u

∂t2
= a2

(
∂2u

∂x21
+

∂2u

∂x22
+

∂2u

∂x23

)
+ f, (2.8)

називають тривимiрним хвильовим рiвнянням. Воно описує процеси по-
ширення звуку в однорiдному середовищi й електромагнiтних хвилях в одно-
рiдному непровiдному середовищi. Це рiвняння задовольняють густина газу,
його тиск i потенцiал швидкостей, а також складовi напруженостей електрич-
ного й магнiтного полiв i вiдповiднi їм потенцiали.

Хвильовi рiвняння (2.4), (2.7), (2.8) можна записати єдиною формулою:

�au = f, (2.9)

де �a ≡
∂2

∂t2
− a2△ — хвильовий оператор Даламбера.

2.2. Процеси розсiювання й дифракцiї

Нехай у хвильовому рiвняннi (2.9) зовнiшнє збурення f (x, t) перiодичне
iз частотою ω i амплiтудою a2f (x):

f (x, t) = a2f (x) eiωt.

Якщо шукати перiодичнi збурення u (x, t) з тiєю ж частотою й невi-
домою амплiтудою u (x): u (x, t) = u(x)eiωt, то для функцiї u (x) одержимо
стацiонарне рiвняння

△u+ k2u = −f (x) , k2 =
ω2

a2
, (2.10)

що має назву рiвняння Гельмгольца.
Нехай задано плоску хвилю eiω(a,x), що поширюється iз нескiнченностi,

|a| = 1, k > 0, яка пiдлягає змiнi через наявнiсть деякої перешкоди на межi
∂ω обмеженої областi ω. Перешкоду задають, наприклад, за допомогою умови

u|∂ω = 0 або
∂u

∂n

∣∣∣∣
∂ω

= 0. Ця перешкода зумовлює виникнення розсiяної хви-

лi ϕ(x), яка вдалинi вiд розсiювальних центрiв буде близькою до розбiжної
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сферичної хвилi

ϕ (x) = f

(
x

|x|

)
eik|x|

|x| + o(|x|−1), (2.11)

де функцiя f(s) =
x

|x| — це амплiтуда розсiювання. Тому за |x| → ∞
хвиля ϕ (x) має задовольняти умови вигляду

ϕ (x) = O
(
|x|−1

)
,

∂ϕ(x)

∂ |x| − ikϕ (x) = o
(
|x|−1

)
, (2.12)

що називають умовами випромiнювання Зоммерфельда. Сумарне ж
збурення u (x) поза областю ω включає в себе плоску та розсiяну хвилi:

u (x) = eik(a,x) + ϕ(x). (2.13)

2.3. Процеси дифузiї й теплопровiдностi

Процеси поширення тепла й дифузiї частинок у середовищi описують
таким загальним рiвнянням дифузiї:

ρ
∂u

∂t
= div (p grad u)− qu+ Σ (x, t) , (2.14)

де ρ — коефiцiєнт поруватостi середовища, а p i q характеризують її власти-
востi.

У разi розгляду процесу поширення тепла u(x, t) є температура середо-
вища в точцi x = (x1, x2, x3) у момент часу t. Вважаючи середовище iзотроп-
ним, позначимо через ρ (x) його густину, c(x) — питому теплоємнiсть, k(x)
— коефiцiєнт теплопровiдностi, а через Σ(x, t) — iнтенсивнiсть джерел теп-
ла. Процес поширення тепла опишемо функцiєю, що задовольняє рiвняння
вигляду

cρ
∂u

∂t
= div (p grad u) + Σ (x, t) . (2.15)

Якщо середовище однорiдне, тобто ρ, c i k — сталi, то рiвняння (2.15)
набуде вигляду

∂u

∂t
= a2△u+ f, a2 =

k

cρ
, f =

Σ

cρ
. (2.16)

Останнє рiвняння називають рiвнянням теплопровiдностi. Число n

просторових змiнних у ньому може бути довiльним.
Як i у разi рiвняння коливань, для повного опису процесу поширен-

ня тепла необхiдно задати початковий розподiл температури u у середовищi
(початкова умова) i режим на межi цього середовища (крайова умова).
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Приклади крайових умов:
• на межi ∂ω пiдтримується заданий розподiл температури u0: u|∂ω = u0;

• на межi ∂ω пiдтримується заданий потiк тепла u1: −k
∂u

∂n

∣∣∣∣
∂ω

= u1;

• на межi ∂ω вiдбувається теплообмiн вiдповiдно до закону Ньютона: k
∂u

∂n
+

h(u− u0)|∂ω = 0, де h — коефiцiєнт теплообмiну й u0 — температура середо-
вища, що оточує ω.

2.4. Рiвняння Лапласа й Пуассона

Рiвняння Лапласа має вигляд

△u = 0, (2.17)

де u = u (x), x ∈ R
n, △ =

∂2

∂x21
+ · · · + ∂2

∂x2n
— оператор Лапласа в R

n.

Вiдповiдне неоднорiдне рiвняння

−△u = Σ (2.18)

(Σ — вiдома функцiя) називають рiвнянням Пуассона. Рiвняння Лапла-
са й Пуассона фiгурують у рiзноманiтних задачах. Наприклад, стацiонарний
(не змiнний з часом) розподiл температури в однорiдному середовищi й стала
форма натягненої мембрани задовольняють рiвняння Лапласа, а аналогiчний
розподiл температури за наявностi джерел тепла (iз густиною, що не змi-
нюється з часом) i форма мембрани за наявностi стацiонарних зовнiшнiх сил
задовольняють рiвняння Пуассона. Потенцiал електростатичного поля задо-
вольняє рiвняння Пуассона з функцiєю Σ, що пропорцiйна густинi зарядiв (в
областi, де немає зарядiв, вiн задовольняє рiвняння Лапласа).

2.5. Рiвняння електромагнiтних полiв

Рiвняння Максвелла — система рiвнянь для векторiв E = (E1, E2, E3)

i H = (H1, H2, H3), що задають напруженостi електричного й магнiтного
полiв у будь-якому середовищi. У гаусовiй системi одиниць СГС її представ-
лено як

div D = 4πρ, rot E = −1

c

∂B

∂t
, div B = 0, rot H =

4π

c
j +

1

c

∂D

∂t
, (2.19)

де ρ — густина електричних зарядiв, c — швидкiсть свiтла у вакуумi й у
разi полiв у будь-яких iзотропних середовищах D = εE, B = µH, j = σE +
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+ js, де ε — дiелектрична проникнiсть середовища, µ — магнiтна проникнiсть
середовища, σ — питома електропровiднiсть, js — густина стороннiх струмiв,
пiдтримуванi будь-якими силами, наприклад магнiтним полем або дифузiєю.

Система Максвелла (2.19) являє собою основу теорiї електромагнiтних
хвиль i слугує базою для всiх радiотехнiчних розрахункiв. Крайовi й почат-
ковi умови для неї зазвичай задають iз фiзичних мiркувань.

Iз рiвнянь Максвелла, зокрема, виводять телеграфнi рiвняння, що
описують змiну сили струму й напруги в електричному провiднику:

∂i

∂x
+ C

∂U

∂t
+ ΣU = 0,

∂U

∂x
+ L

∂i

∂t
+Ri = 0, (2.20)

де x — координата уздовж проводу, i — сила струму, U — напруга в данiй
точцi проводу, R — питомий опiр (на одиницю довжини), L — питома самоiн-
дукцiя, C — питома ємнiсть, Σ — питомий витiк.

2.6. Кiнетичнi рiвняння

Для опису процесу поширення частинок замiсть рiвнянь дифузiї послу-
говуються бiльш точними — так званими рiвняннями переносу. Одним
iз прикладiв цього класу рiвнянь є одноплощинне рiвняння переносу

вигляду
1

ν

∂ϕ

∂t
+ (s, grad) ϕ + σϕ =

σs

4π

∫

S1

ϕ (x, s′, t) ds′ + Σ, (2.21)

де ϕ = υN(x, s, t) — потiк частинок, що летять з однiєю й тiєю ж швидкiстю
υ у напрямку s = (s1, s2, s3), |s| = 1; N(x, s, t) — густина частинок; Σ(x, s, t)
— густина джерел, коефiцiєнти σ (x, t), σs(x, t) характеризують властивостi
середовища; S1 — сфера одиничного радiуса в R

3.
Для повного опису процесу переносу частинок необхiдно задати почат-

ковий розподiл потоку частинок ϕ в областi ω ⊂ R
3 (початкова умова) i

режим на межi цiєї областi (крайова умова). Наприклад, якщо область ω, де
вiдбувається процес переносу, опукла, то крайова умова виду

ϕ (x, s, t) = 0, x ∈ ∂ω, (s, n) < 0, (2.22)

де n = n(x) — одиничний вектор зовнiшньої нормалi до межi областi ω,
виражає вiдсутнiсть спадного потоку частинок на область iззовнi.

Вiдзначимо, що рiвняння переносу описує процеси переносу нейтронiв
у ядерному реакторi, переносу променистої енергiї, проходження γ-квантiв
крiзь речовину, рухи газiв i т.д.

18



2.7. Рiвняння газо- i гiдродинамiки

Розглянемо рух iдеальної рiдини (газу), тобто рiдини, у якiй вiдсут-
ня в’язкiсть. Нехай V (x, t) = (υ1, υ2, υ3) — вектор швидкостi руху рiдини,
ρ(x, t) — її густина, p(x, t) — тиск, f(x, t) — iнтенсивнiсть джерел i Σ (x, t) =

= (Σ1,Σ2,Σ3) — iнтенсивнiсть масових сил. Тодi цi величини задовольняють
наступну нелiнiйну систему рiвнянь, якi називають рiвняннями гiдроди-

намiки (газової динамiки):

∂ρ

∂t
+ div (ρV ) = f, (2.23-а)

∂V

∂t
+ (V, grad)V +

1

ρ
grad(p) = Σ. (2.23-б)

Рiвняння (2.23-а) називають рiвнянням неперервностi, а (2.23-б) —
рiвнянням руху Ейлера. Щоб замкнути цю систему рiвнянь, необхiдно
задати зв’язок мiж тиском i густиною

Φ (p, ρ) = 0, (2.24)

який називають рiвнянням стану. Наприклад, для нестисливої рiдини рiв-
няння стану має вигляд ρ = const, а для адiабатичного руху газу —

pρ−χ = const, χ =
cp
cV

,

де cP i cV — питомi теплоємностi газу за постiйного тиску й постiйного об’єму
вiдповiдно.

Зокрема, якщо рiдина нестислива (ρ = const) i її рух потенцiйний
(V = −grad U), то з рiвняння неперервностi (2.23-а) випливає, що потенцiал
U задовольняє рiвняння Пуассона.
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3. Одновимiрне хвильове рiвняння як найпростiший вид

рiвнянь гiперболiчного типу. Основнi принципи

3.1. Рiвняння струни

Струною називають пружну нитку, натягнену й закрiплену за два кiн-
цi. Натяг струни означає, що на кожну її точку дiє двi сили, рiвнi за ве-
личиною (позначимо її як T ), але протилежнi за напрямком, — їх назива-
ють силами натягу. Цi сили врiвноважують одна одну, i в результатi стру-
на перебуває у спокої. Прикладемо до струни силу величини F у точцi x

(див. рис. 3.1). Запишемо умову рiвноваги (для вертикальних проекцiй сил):
−T sinα − T sin β + F = 0. Якщо форму струни лiворуч позначити через
y− (x), а праворуч — через y+ (x), то з огляду на те, що tg β = y′−, tg α = y′+,
отримаємо:

T




y′+√
1 + (y′+)

2
− y′−√

1 + (y′−)
2


+ F = 0.

Тепер розглянемо випадок розподiленого навантаження. Для промiж-
ку [x, x+∆x] умова рiвноваги сил натягу, прикладених до лiвого й правого
кiнця, а також зовнiшня сила F набудуть вигляду:

T




y′ (x+∆x)√
1 + (y′ (x+∆x))2

− y′ (x)√
1 + (y′ (x))2


+ F[x,x+∆x] = 0.

Роздiливши рiвняння на ∆x i перей-

Рис. 3.1. Рiвновага струни

пiд дiєю зовнiшньої сили

шовши до границi за ∆x → 0, одержимо

T

(
y′√

1 + y′2

)′

+ f (x) = 0,

де f (x) – лiнiйна густина сили. Звичай-
но, працюючи з реальною струною, де-
формацiї вважають малими, вiдповiдно√
1 + y′2 замiняють на одиницю i одер-

жують лiнiйне рiвняння струни:

−y′′ = f (x) , y (0) = y (l) = 0.
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У разi руху струни сума сил не дорiвнює нулю i вiдповiдно до другого
закону Ньютона з’являється прискорення. Щоб записати цей закон, замiсть
функцiї y (x) розглянемо функцiю двох змiнних u (t, x), тодi сила, що дiє на
точку x у момент t, дорiвнюватиме

T

(
ux√
1 + u2x

)

x

+ f (t, x) ,

а прискорення — utt, отже, вiдповiдно до другого закону динамiки ми одер-
жимо рiвняння

ρ (x) utt = T

(
ux√
1 + u2x

)

x

+ f (t, x) , (3.1)

що має назву нелiнiйного рiвняння струни. Тут ρ (x) — лiнiйна густина
струни. У разi малих коливань рiвняння (3.1) лiнеаризують, отримуючи

ρ (x) utt = Tuxx + f (t, x) , (3.2)

що називають рiвнянням коливань неоднорiдної струни. Для однорiдної

струни (ρ (x) ≡ const) рiвняння зазвичай дiлять на ρ, приводячи його до
вигляду

utt = a2uxx + f (t, x) . (3.3)

Рiвняння (3.3) ми й вивчатимемо далi як рiвняння коливань струни.
Якщо f (t, x) = 0, то коливання називають вiльними, а в протилежному
випадку — змушеними.

Теорема 3.1. Загальний класичний розв’язок рiвняння utt = a2uxx, яке

називають хвильовим рiвнянням, має вигляд

u = f (x− at) + g (x+ at) , (3.4)

де f i g — довiльнi двiчi диференцiйовнi функцiї. Цей розв’язок називають

формулою бiжної хвилi.

Функцiя u = f (x− at) за t = 0 збiгається з f (x), за t = 1 це та ж сама
картина, тiльки зсунена на a праворуч.

Оскiльки динамiку конкретного руху елементiв механiчної системи визна-
чають початковими умовами (положенням i швидкiстю), природно вимагати
цi значення й для рiвняння струни: u |t=0 = ϕ (x), ut |t=0 = ψ (x).
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Теорема 3.2. Розв’язок задачi Кошi для рiвняння utt = a2uxx з почат-

ковими умовами

u |t=0 = ϕ (x) , ut |t=0 = ψ (x) ,

де ϕ — двiчi неперервно диференцiйовна функцiя, ψ — один раз неперервно

диференцiйовна функцiя, має вигляд:

u (t, x) =
ϕ (x− at) + ϕ (x+ at)

2
+

1

2a

x+at∫

x−at

ψ (s) ds, (3.5)

який отримав назву розв’язку Д’Аламбера.

Отримана формула має гарну геометричну iнтерпретацiю. У разi виве-
деної з рiвноваги, але непорушної струни ψ (x) = 0 за t > 0, а її початкова
форма ϕ (x) нiби дiлиться навпiл: половина рухається праворуч, половина —
лiворуч.

Приклад 3. Знайти розв’язок задачi Кошi:
{
utt = uxx,

u(x, 0) = sin x, ut(x, 0) = 1.

Розв’язання. Скориставшися формулою (3.5), знайдемо розв’язок зада-
чi:

u(x, t) =
sin(x+ t) + sin(x− t)

2
+

1

2

x+t∫

x−t

dz = sin x cos t+ t.

Завдання для самостiйного виконання

Знайти розв’язок задачi Кошi:

3.1.

{
utt = uxx,

u|t=0 = x2, ut|t=0 = 1− sin x.

3.2.

{
uxx + 2 cosxuxy − sin2 xuyy − sin xuy = 0,

u(x, y)|y=sinx = x+ cos x, uy(x, y)|y=sinx = sin x.

3.3.

{
uxx − 2 sin xuxy −

(
3 + cos2 x

)
uyy + ux + (2− sin x− cos x) uy = 0,

u(x, y)|y=cosx = 0, uy(x, y)|y=cosx = e−x2

cos x.
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3.2. Принцип Дюамеля

Розглянемо неоднорiдне рiвняння

utt = a2uxx + f (t, x) .

У динамiцi розрiзняють два типи впливiв: сила, що дiє постiйно, i удар.
За сили, що дiє постiйно, тiло змiнює свою траєкторiю руху поступово, нато-
мiсть у разi удару траєкторiя змiнюється миттєво. З одного боку, удар можна
iнтерпретувати як дiю постiйної сили, дуже великої за величиною, але такої,
що дiє дуже малий промiжок часу. З iншого боку, постiйну силу можна ро-
зумiти як послiдовнiсть частих слабких ударiв.

Якщо удар зроблено за t = 0, то формула розв’язку матиме вигляд

u (t, x) =
1

2a

x+at∫

x−at

ψ (s) ds.

Якщо в момент часу t = τ, то

u (t, x) =
1

2a

x+a(t−τ)∫

x−a(t−τ)

ψ (s) ds.

Принцип Дюамеля полягає в тому, що формулу розв’язку неоднорiд-
ного рiвняння можна одержати iнтегруванням за [0, t] формули для розв’язку
однорiдного рiвняння з початковою швидкiстю ψτ (s) за t = τ iз замiною ψτ (s)

на f (τ, s) (тобто послiдовностi ударiв на силу, що дiє постiйно).

Теорема 3.3. Розв’язок рiвняння utt = a2uxx+f(t, x, ), що задовольняє

нульовi початковi умови, визначають формулою

u (t, x) =
1

2a

t∫

0

x+a(t−τ)∫

x−a(t−τ)

f (τ, s) dsdτ. (3.6)

Розв’язок є класичний, якщо функцiя f — неперервно диференцiйовна.

Приклад 4. Знайти розв’язок задачi Кошi:
{
utt = uxx + sin t,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0.

23



Розв’язання. Скориставшися формулою (3.6), знайдемо розв’язок зада-
чi:

u(x, t) =
1

2

t∫

0

dτ

x+(t−τ)∫

x−(t−τ)

sin τdz =
1

2

t∫

0

2(t− τ) sin τdτ = t− sin t.

Приклад 5. Знайти розв’язок задачi Кошi:
{
utt = uxx + xt2,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = x+ 1.

Розв’язання. Розв’язок задачi шукатимемо у виглядi u(x, t) = P (x, t) +

Q(x, t). Тодi вихiдна задача розпадеться на двi.
Задачу Кошi для функцiї P (x, t)

{
Ptt = Pxx,

P (x, 0) = 0, Pt(x, 0) = x+ 1

за допомогою формули (3.5) знайдемо у виглядi

P (x, t) =
1

2

x+t∫

x−t

(z + 1)dz = t(x+ 1).

Задачу Кошi для функцiї Q(x, t)
{
Qtt = Qxx + xt2,

Q(x, 0) = 0, Qt(x, 0) = 0

за допомогою формули (3.6) знайдемо у виглядi

Q(x, t) =
1

2

t∫

0

dτ

x+(t−τ)∫

x−(t−τ)

zτ2dz =
xt4

12
.

Розв’язок вихiдної задачi є u(x, t) = t(x+ 1) +
xt4

12
.

Завдання для самостiйного виконання

Знайти розв’язок задачi Кошi:

3.4.

{
utt = uxx + 6,

u|t=0 = x2, ut|t=0 = 4x.
3.5.

{
utt = 4uxx + xt,

u|t=0 = x2, ut|t=0 = x.
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3.6.

{
utt = uxx + 2,

u|t=0 = sin x, ut|t=0 = cosx.

3.7.

{
utt = uxx + sin x,

u|t=0 = sin x, ut|t=0 = 0.

3.8.

{
utt = a2uxx + sin (ωx) ,

u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0.

3.9.

{
utt = uxx + 2(t2 − x2),

u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0.

3.10.

{
utt = uxx + ex,

u|t=0 = sin x, ut|t=0 = x+ cos x.

3.11.

{
utt = a2uxx + sin (ωt) ,

u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0.

3.3. Рiвняння, що описують вiдбитi хвилi

Розглянемо однорiдний випадок рiвняння (3.3). Для фiзичної струни
областi змiн змiнних t ∈ R, x ∈ R не цiлком прийнятнi, тому що вона завжди
скiнченна i займає не всю пряму, а тiльки вiдрiзок довжини l (x ∈ [0, l]). На
кiнцях вiдрiзка ми маємо умови закрiплення u (t, 0) = u (t, l) = 0. Для того
щоб зрозумiти, як цi умови впливають на розв’язок, розглянемо промiжну
ситуацiю, коли рiвняння задано на пiвосi x ∈ [0,∞), а за x = 0 задано умову
u (t, 0) = 0: {

utt = a2uxx,

u |t=0 = ϕ (x) , ut |t=0 = ψ (x) , u |x=0 = 0.

Загальний розв’язок рiвняння представимо у виглядi (3.4). I пiдстановка
його в початковi умови дає систему рiвнянь

{
f (x) + g (x) = ϕ (x) ,

−af ′ (x) + ag′ (x) = ψ (x) ,

з якої випливають формули для функцiй f (x) i g (x):

f (x) =
ϕ (x)

2
− 1

2a

x∫

0

ψ (s) ds, g (x) =
ϕ (x)

2
+

1

2a

x∫

0

ψ (s) ds, x > 0. (3.7)

Аналiзуючи формулу (3.7), ми можемо помiтити, що для виразу f (x− at)

аргумент може за t > 0 набувати як позитивних, так i негативних значень,
а для g (x+ at) це може бути тiльки у разi t < 0. Отже, функцiї f (s) i g (s)
необхiдно визначити за всiх значень аргументу. Пiдставивши у крайовi умови
шуканi функцiї, отримаємо рiвнiсть f (−at)+g (at) = 0, а в разi замiни s = at

одержимо f (−s) + g (s) = 0, тобто g (s) за негативних значень s виражають
через значення f за позитивних значень аргументу. У результатi одержимо
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зв’язок

f (x) = −ϕ (−x)

2
− 1

2a

x∫

0

−ψ (−s) ds, g (x) = −ϕ (−x)

2
+

1

2a

x∫

0

−ψ (−s) ds.

Теорема 3.4. Розв’язок задачi Кошi
{
utt = a2uxx, x > 0

u |t=0 = ϕ (x) , ut |t=0 = ψ (x) , u |x=0 = 0,

заданий формулою Д’Аламбера, у якiй початковi умови продовжено на нега-

тивну пiввiсь непарним способом:

u (t, x) =
ϕ̃ (x− at) + ϕ̃ (x+ at)

2
+

1

2a

x+at∫

x−at

ψ̃ (s) ds, (3.8)

де

ϕ̃ (x) =

{
ϕ (x) , x > 0,

−ϕ (−x) , x 6 0,
ψ̃ (x) =

{
ψ (x) , x > 0,

−ψ (−x) , x 6 0.

Розв’язок класичний, якщо функцiя ϕ — двiчi, а ψ — один раз непере-

рвно диференцiйовна i виконано умови ϕ(0) = ϕ′′(0) = ψ′(0) = 0.

3.4. Коливання струни з вiльним кiнцем

Закрiпити струну можна як жорстко, так i м’яко, вiльно. Фiзично це
виглядає так: струну прив’язують до кiльця, яке надiвають на спицю в такий
спосiб, що кiнець струни може ковзати спицею вгору-вниз. Рiвняння рiвнова-
ги у разi вiльного закрiплення набуде вигляду

Tuxx + F = 0.

За вiдсутностi зовнiшньої сили ми одержуємо умову, що зазвичай нази-
вають умовою вiльного кiнця: ux |x=0 = 0. Це виражають формулою

u (t, x) =





ϕ (x− at) + ϕ (x+ at)

2
+

1

2a

x+at∫

x−at

ψ (s) ds, x > at,

ϕ (x+ at) + ϕ (at− x)

2
+

1

2a

0∫

x−at

ψ (−s) ds+
1

2a

at+x∫

0

ψ (s) ds, x < at.

26



Умова продовження початкових умов на x < 0 дозволяє пояснити яви-
ще, добре вiдоме у фiзицi: вiдбиття хвиль вiд закрiпленого або вiльного кiн-

ця. Воно полягає в тому, що хвиля, яка рухається до кiнця струни, через
якийсь час досягає його й повертається назад, але тiльки «догори ногами» i
«задом наперед». Принцип продовження початкових умов дозволяє побачи-
ти це явище як ефект обмiну хвилями (див. рис. 3.2). Розглядаючи рiвняння

Рис. 3.2. Обмiн хвилями для реальної (x > 0) i уявної (x < 0) областi

на вiдрiзку [0, l], можна послуговуватися формулою Д’Аламбера. На вiдрiзок
[−l, 0] треба продовжити початковi умови непарним способом. Таке продов-
ження, непарне не тiльки вiдносно x = 0, але й вiдносно x = l (що формально
записують формулою ϕ (2l − x) = −ϕ (x)), виявляється 2l-перiодичним.

3.5. Умови узгодження

Теорема 3.5. Розв’язок змiшаної задачi Кошi

utt = a2uxx, t ∈ R, x ∈ [0, l] ,

u |t=0 = ϕ (x) ∈ C2 ((0, l)) , u |x=0 = ν (t) ∈ C2 ([0,∞)) ,

ut |t=0 = ψ (x) ∈ C1 ((0, l)) , u |x=l = µ (t) ∈ C2 ([0,∞)) ,

що задають формулою Д’аламбера (3.5), є класичний, якщо виконано умови
узгодження:





ν (0) = ϕ (0) ,

ν′ (0) = ψ (0) ,

ν′′ (0) = a2ϕ′′ (0) ,





µ (0) = ϕ (l) ,

µ′ (0) = ψ (l) ,

µ′′ (0) = a2ϕ′′ (l) .

(3.9)

Приклад 6. Розглянемо таке завдання:
{
utt = a2uxx, x > 0,

u |t=0 = 0, ut |t=0 = 1, u |x=0 = 0.
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Розв’язання. Для функцiй ϕ (x) i ψ (x) не виконується одна з необхiдних
умов, а саме ν′ (0) = ψ (0). Незважаючи на те що умови узгодження (3.9) не
виконано, ми можемо формально розглянути функцiю, визначувану форму-
лою Д’Аламбера (3.8), що дає змогу отримати розв’язок

u (t, x) =





1

2a
(x+ at− x+ at) = t, x > at,

1

2a

0∫

x−at

(−a) ds+
1

2a

x+at∫

0

(−1) ds =
x

a
, −at < x < at,

1

2a
(x− at− x− at) = −t, x < −at.

(3.10)

Функцiю (3.10), незважаючи на її негладкiсть (див. рис. 3.3), необхiд-
но розглядати як розв’язок, оскiльки вона виникає в цiлому рядi класичних
завдань (наприклад, у геофiзицi). Iз математичного погляду розв’язок (3.10)
вважають узагальненим.

3.6. Метод Фур’є для одновимiрного хвильового рiвняння

Звуковi коливання, якi ми спостерiгаємо практично неозброєним оком,
описують iз достатнiм ступенем точностi рiвнянням

Виникає питання, якi розв’язки вiдповiдають таким коливанням. При-
родно припустити, що у разi цих коливань форма струни зберiгається, опи-
суючись функцiєю y (x). Коливання полягають у тому, що цю форму в рiзнi
моменти часу спостерiгають «iз рiзним коефiцiєнтом» — функцiєю h (t). От-
же, розглядуванi коливання логiчно вважати функцiями вигляду

u (t, x) = h (t) y (x) .

Пiдставивши цю функцiю в рiвняння (3.12), одержимо

ḧ (t) y (x) = a2h (t) y′′ (x)

i пiсля дiлення на a2h (t) i y (x):

ḧ (t)

a2h (t)
=

y′′ (x)

y (x)
= λ. (3.11)

Спiввiдношення (3.11) має суттєву особливiсть: функцiя, розташована
лiворуч, залежить тiльки вiд t, а функцiя, розташована праворуч, — тiльки
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вiд x. У цьому разi наше спiввiдношення можна перетворити на пару звичай-
них диференцiальних рiвнянь:

y′′ (x) = λy (x) , ḧ (t) = a2λh (t) .

utt = a2uxx. (3.12)

Перше рiвняння можна доповни-

Рис. 3.3. Графiк кусково-гладкої

функцiї (3.10) за рiзних t

ти додатковими умовами, адже струна
закрiплена, тобто u (t, 0) = u (t, l) = 0.
Пiдставивши у цi спiввiдношення наш
розв’язок, одержимо

y (0)h (t) = y (l)h (t) = 0.

Далi можливi два варiанти: або
h (t) ≡ 0, i тодi u (t, x) ≡ 0) (але цей
випадок нас не цiкавить, оскiльки опи-
сує структуру, що перебуває у спокої), або h (t) 6= 0, i тодi y (0) = y (l) = 0.
Ця пара

y′′ (x) = λy (x) , y (0) = y (l) = 0 (3.13)

утворює спектральну задачу, що визначає тi λ, за яких рiвняння має
нетривiальний розв’язок, що задовольняє крайовi умови. Iснує два способи
розв’язання.

1. Розглянути варiанти:

• λ > 0
(

λ = ω2
)
, що не дає жодних розв’язкiв, окрiм тривiальних;

• λ < 0
(

λ = −ω2
)
, що за λn = −

(πn

l

)2

дає власнi функцiї yn (x) =

= C sin
πnx

l
;

• λ = 0, що теж не дає нетривiальних розв’язкiв.

2. Замiсть розгляду рiзних можливостей щодо знака λ завжди вважати,
що λ = ω2, де ω може бути комплексним.

У цьому разi загальний розв’язок рiвняння має вигляд

y = C1e
ωx + C2e

−ωx.

Пiдставивши його у першу умову, одержимо y (0) = C1 = −C2, пiдста-
вивши у другу — y (l) = C1

(
eωl − e−ωl

)
= 0. Вiдтак виникає альтернатива: або
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C1 = 0 (i тодi розв’язок тривiальний), або eωl = −e−ωl, тобто e2ωl = 1. Розв’я-
зок останнього рiвняння добре вiдомий iз теорiї функцiй комплексної змiнної
— це набiр чисел 2ωl = 2πni. Повернувшись до нашої задачi, одержимо

ω =
πni

l
, λ = λn = −π2n2

l2
,

тобто те саме, що i в «дiйсних» мiркуваннях.

y = C
(
e

πnix
l − e−

πnix
l

)
= C̃ sin

πnx

l
.

Отже, наша спектральна задача має такий розв’язок: власнi значення

λn = −π2n2

l2
, власнi функцiї мають вигляд yn (x) = sin

πnx

l
. Пiдставивши

знайденi λn у рiвняння ḧ = a2λh, одержимо, що

hn (t) = An cos
πnat

l
+Bn sin

πnat

l
,

отже, розв’язок рiвняння струни вигляду, що цiкавить нас, можна описати
формулою

un (t, x) = sin
πnx

l

(
An cos

πnat

l
+Bn sin

πnat

l

)
.

Оскiльки сума розв’язкiв також являє собою розв’язок, ми одержимо
таку сiм’ю розв’язкiв хвильового рiвняння:

u (t, x) =
∞∑

n=1

sin
πnx

l

(
An cos

πnat

l
+Bn sin

πnat

l

)
. (3.14)

Характерною особливiстю цiєї формули є її нескiнченнiсть.
Для того щоб спiввiднести цю формулу з розв’язками, розглянутими

ранiше, пiдставимо її в початковi умови. Пiдставивши в (3.14) t = 0, одержи-
мо

ϕ (x) =
∞∑

n=1

An sin
πnx

l
.

Продиференцiювавши (3.14) за t, одержимо

ψ (x) =
∞∑

n=1

Bn
πna

l
sin

πnx

l
.
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Вiдтак ми отримаємо задачу: розкласти функцiю за синусами. Слiд за-
уважити, що ця задача нетривiальна: її розв’язок у виглядi ряду (3.14) був
отриманий ще наприкiнцi XVIII столiття i Бернуллi, i Ейлером, i Д’Алам-
бером. Ця проблема навiть перебувала у центрi досить серйозної наукової
дискусiї мiж Ейлером i Д’Аламбером про сутнiсть функцiї. Ейлер уважав,
що це крива, намальована довiльним рухом руки, Д’Аламбер — що це до-
вiльна формула, аналiтичний вираз. Тому загальним розв’язком «з позицiї
Ейлера» є формула розповсюджувальних хвиль, а з позицiї Д’Аламбера —
у тому числi i ряд (3.14). Однак французький математик Фур’є довiв, що
функцiя i ряд — одне i те саме. Для цього треба було зрозумiти, як побуду-
вати ряд за функцiєю. Математик знайшов формули для цих коефiцiєнтiв,
саме тому метод роздiлення змiнних називають методом Фур’є.

Отже, розглянемо задачу про коливання струни:
{
utt = uxx,

u (t, 0) = u (t, l) = 0, u (0, x) = ϕ (x) , ut (0, x) = ψ (x)

i, скориставшися методом роздiлення змiнних, одержимо зображення розв’яз-
ку у виглядi ряду (3.14), де

An =
2

l

l∫

0

ϕ (x) sin
πnx

l
dx, Bn =

2

l

l∫

0

ψ (x) sin
πnx

l
dx.

Коефiцiєнти An, Bn знайдемо, пiдставивши розв’язок у початковi умови
i скориставшися тим, що iнтеграл вiд добутку рiзних синусiв за вiдрiзком [0, l]

дорiвнює нулю:

ϕ (x) =
∞∑

n=1

An sin
πnx

l
, ψ (x) =

∞∑

n=1

Bn
πna

l
sin

πnx

l
.

Приклад 7. Розв’язати змiшану задачу для хвильового рiвняння на
вiдрiзку:

{
utt = uxx, 0 6 x 6 1, 0 < t < ∞;

u (x, 0) = x (x− 1) , ut (x, 0) = 0, u (0, t) = u (1, t) = 0.

Розв’язання. Шукатимемо розв’язок у виглядi

u (x, t) = X (x)T (t) . (3.15)
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Пiдставивши (3.15) у вихiдне рiвняння i роздiливши змiннi, одержимо
{
X ′′ (x) + λX (x) = 0, X (0) = X (1) = 0,

T̈ (t) + λT (t) = 0.
(3.16)

Загальним розв’язком для координатної функцiї є вираз

X (x) = C1 cos
√

λx+ C2 sin
√

λx.

Пiдставивши крайовi умови, одержимо

X (0) = C1 = 0; X (1) = sin
√

λ = 0 ⇒ λk = π2k2.

Отже,
Xk (x) = sin (πkx) , k = 1, 2, . . . (3.17)

Аналогiчно для часової функцiї:

Tk (t) = Ak cos (πkt) + Bk sin (πkt) . (3.18)

Скомбiнувавши (3.17) i (3.18), отримаємо

u (x, t) =
∞∑

k=1

(Ak cos (πkt) + Bk sin (πkt)) sin (πkx) .

Скористаємося початковими умовами:

ut (x, 0) =
∞∑

k=1

πkBk sin (πkx) = 0 ⇒ Bk ≡ 0;

u (x, 0) =
∞∑

k=1

Ak sin (πkx) = x (x− 1) .

Коефiцiєнти Ak з останньої умови обчислимо як

Ak = 2

1∫

0

x (x− 1) sin (πkx) dx =
4 (cos kπ − 1)

k3π3
;

Am = − 8

(2m+ 1)3 π3
.

Остаточний розв’язок задачi:

u (x, t) = − 8

π3

∞∑

m=0

cos [π (2m+ 1) t]

(2m+ 1)3
sin [π (2m+ 1) x] .
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Завдання для самостiйного виконання

Знайти розв’язок змiшаних задач для хвильового рiвняння на вiдрiзку:

3.12.




utt = a2uxx, 0 < x < l, t > 0

u(x, 0) = sin
5π

2l
x, ut(x, 0) = cos

π

2l
x, u(0, t) = ux(l, t) = 0.

3.13.




utt = a2uxx, 0 < x < l, t > 0

u(x, 0) = cos
π

2l
x, ut(x, 0) = cos

3π

2l
x+ cos

5π

2l
x, ux(0, t) = u(l, t) = 0.

3.14.

{
utt = 49uxx,

u(x, 0) = 3 sin 2πx, ut(x, 0) = 21π sin 3πx, u(0, t) = u(4, t) = 0.

3.15.

{
utt = 4uxx,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 18π sin 9πx, u(0, t) = ux (3/2, t) = 0.

3.16.

{
utt = 9uxx,

u(x, 0) = x(x− 1/2), ut(x, 0) = 0, u(0, t) = u (1/2, t) = 0.

3.7. Неоднорiдне рiвняння гiперболiчного типу

У завданнi про коливання струни пiд дiєю розподiленої сили ми одер-
жали неоднорiдне рiвняння (3.3).

Випадок стацiонарної неоднорiдностi. Спочатку розглянемо про-
стий частинний випадок, коли зовнiшня сила не залежить вiд часу. Шукати-
мемо розв’язок задачi:

{
utt = a2uxx + f(x), 0 6 x 6 l,

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), u(0, t) = u(l, t) = 0.
(3.19)

Через неоднорiднiсть рiвняння (3.19) роздiлити в ньому змiннi не вдаєть-
ся. Шукатимемо розв’язок у виглядi суми двох функцiй:

u(x, t) = V (x, t) + ω(x), (3.20)

кожна з яких пiдпорядкована нульовiй крайовiй умовi. Функцiю ω(x) назива-
ють стацiонарною частиною розв’язку. Вимагатимемо, щоб функцiя V (x, t)

задовольняла однорiдне рiвняння з початковими умовами з (3.19) i (3.20):

{
Vtt = a2Vxx, 0 6 x 6 l,

V (x, 0) = ϕ(x)− ω(x), Vt(x, 0) = ψ(x).
(3.21)
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Отже, для функцiї V (x, t) ми одержали задачу, яку можна розв’язати
методом роздiлення змiнних.

Для функцiї ω(x) одержимо рiвняння

a2ωxx + f(x) = 0, (3.22)

розв’язуване двократним iнтегруванням з урахуванням двох крайових умов
ω(0) = ω(l) = 0. Пiдставивши знайдену функцiю ω(x) у початкову умову
(3.21), зможемо знайти функцiю V (x, t).

Загальний випадок неоднорiдного рiвняння. У разi якщо розподi-
лена сила змiнюється з часом, ми вимушенi розв’язувати таку задачу:

{
utt = a2uxx + f(x, t), 0 6 x 6 l,

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), u(0, t) = u(l, t) = 0.
(3.23)

Шукатимемо розв’язок у виглядi розвинення за власними функцiями
однорiдної задачi:

u(x, t) =
∞∑

n=1

un(t) sin
πnx

l
. (3.24)

Зобразимо функцiю f(x, t) i функцiї початкових умов у виглядi таких
самих рядiв Фур’є:

f(x, t) =
∞∑

n=1

fn(t) sin
πnx

l
, fn(t) =

2

l

l∫

0

f(ξ, t) sin
πnξ

l
dξ;

ϕ(x) =
∞∑

n=1

ϕn sin
πnx

l
, ϕn =

2

l

l∫

0

ϕ(ξ) sin
πnξ

l
dξ; (3.25)

ϕ(x) =
∞∑

n=1

ψn sin
πnx

l
, ψn =

2

l

l∫

0

ψ(ξ) sin
πnξ

l
dξ.

Пiдставивши (3.24) i Фур’є-розвинення функцiї f(x, t) (3.25) в основне
рiвняння (3.23), отримаємо рiвняння вигляду

∞∑

n=1

[
u′′n(t) + ω2

nun(t)− fn(t)
]
sin

πnx

l
= 0, (3.26)
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де ωn =
πna

l
. З огляду на ортогональнiсть синусiв кожний iз коефiцiєнтiв

ряду (3.26) дорiвнює нулю, тобто для кожної з функцiй un(t) одержимо зви-
чайне диференцiальне рiвняння:

u′′n(t) + ω2
nun(t) = fn(t). (3.27)

Пiдставивши (3.24) у початковi умови з урахуванням (3.25), отримаємо
умови для функцiй un(t): un(0) = ϕn, u′n(0) = ψn, якi повнiстю визначають
розв’язок рiвняння (3.27).

Випадок неоднорiдних крайових умов. Знайдемо розв’язок змiша-
ної задачi з неоднорiдними крайовими умовами:





utt = a2uxx + f(x, t), 0 6 x 6 l, t > 0;

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x),

u(0, t) = λ(t), u(l, t) = µ(t).

(3.28)

Уведемо замiсть u(x, t) нову невiдому функцiю V (x, t), зумовлену спiввiд-
ношенням

u(x, t) = V (x, t) + ω(x, t), (3.29)

де ω(x, t) — функцiя, яку вважатимемо вiдомою — пiзнiше ми оберемо її самi.
Рiвняння для функцiї V (x, t) набуде вигляду

Vtt = a2Vxx + f̃(x, t), f̃(x, t) = f(x, t)− ωtt + a2ωxx. (3.30)

Початковi та крайовi умови для функцiї V (x, t) запишемо у виглядi

V (x, 0) = ϕ̃(x) = ϕ(x)− ω(x, 0), V (0, t) = λ̃(t) = λ(t)− ω(0, t),

Vt(x, 0) = ψ̃(x) = ψ(x)− ωt(x, 0), V (l, t) = µ̃(t) = µ(t)− ω(l, t).

Вiдтак оберемо функцiю ω(x, t) так, щоб крайовi умови для функцiї
V (x, t) були однорiдними: λ̃(t) = 0, µ̃(t) = 0. Тобто матимемо такi умови для
вибору функцiї ω(x, t):

ω(0, t) = λ(t), ω(l, t) = µ(t).

Для цього досить взяти найпростiший випадок iз лiнiйною залежнiстю
вiд x:

ω(x, t) = λ(t) +
x

l
(µ(t)− λ(t)) . (3.31)
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Отже, для функцiї V (x, t) матимемо неоднорiдне рiвняння (3.30) з од-
норiдними крайовими умовами.

Приклад 8. Знайти розв’язок змiшаної задачi для хвильового рiвняння
на вiдрiзку

{
utt = 9uxx, 0 < x < 2, t > 0;

u (0, t) = −8, u (2, t) = 2, u (x, 0) = sin 6πx+ 5x− 8, ut (x, 0) = 0.

Розв’язання. Уведемо нову функцiю w(x, t) = u(x, t) + γ1x + γ2. Пiдбе-
ремо коефiцiєнти γ1 i γ2 так, щоб рiвняння wt = 9wxx мало нульовi крайовi
умови:
{
w(0, t) = u(0, t) + γ1 · 0 + γ2 = 0

w(2, t) = u(2, t) + γ1 · 2 + γ2 = 0
⇒

{
γ1 = −5,

γ2 = 8,
⇒ w(x, t) = u(x, t)− 5x+8.

Розв’язок однорiдної змiшаної задачi для функцiї w(x, t) з нульовими
крайовими умовами шукатимемо аналогiчно прикладу 7:





wtt = 9wxx

w(x, 0) = sin 6πx, wt(x, 0) = 0

w(0, t) = 0, w(2, t) = 0;

⇒ w(x, t) = cos 18πt sin 6πx.

Остаточний розв’язок набуде вигляду

u(x, t) = cos 18πt sin 6πx+ 5x− 8.

Приклад 9. Знайти розв’язок неоднорiдної змiшаної задачi для хви-
льового рiвняння на вiдрiзку

{
utt = uxx + 65e−8t sin x, 0 < x < π, t > 0;

u (0, t) = u (π, t) = 0, u (x, 0) = ut (x, 0) = 0.

Розв’язання. Шукатимемо розв’язок рiвняння у виглядi ряду Фур’є за
власними функцiями вiдповiдної однорiдної задачi:

{
utt = uxx, 0 < x < π, t > 0;

u (0, t) = u (π, t) = 0, u (x, 0) = ut (x, 0) = 0,

тобто за функцiями sin kx: u(x, t) =
∑

k

uk(t) sin(kx), вважаючи при цьому t

параметром. Отже, для розвинення вихiдного рiвняння матимемо спiввiдно-
шення ∑

k

(
d2uk(t)

dt2
+ k2uk(t)

)
sin(kx) =

∑

k

fk(t) sin(kx).
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За вiдповiдним розвиненням для функцiї

f(x, t) =
∑

k

fk(t) sin(kx) = 65e−8t sin x

всi fk(t) = 0, окрiм f1(t) = 65e−8t. Звiдси випливає, що знайти нетривiальний
розв’язок задачi Кошi ми можемо тiльки для першої гармонiки

d2u1(t)

dt2
+ u1(t) = 65e−8t.

Розв’язок цього диференцiального рiвняння в загальному виглядi та-
кий:

u1(t) = A cos t+B sin t+ e−8t,

а з урахуванням початкових умов: u1(t) = e−8t + 8 sin t− cos t.
Розв’язок задачi набуде вигляду

u(x, t) =
(
e−8t + 8 sin t− cos t

)
sin x.

Завдання для самостiйного виконання

Знайти розв’язки змiшаних задач:

3.17.

{
utt = uxx + A sin t, 0 < x < l, t > 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, u(0, t) = ux(l, t) = 0.

3.18.




utt = uxx + Ae−t cos

π

2l
x, 0 < x < l, t > 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, ux(0, t) = u(l, t) = 0.

3.19.

{
utt = 9uxx, 0 < x < 3, t > 0,

u(x, 0) = 3 sin 3πx− 6 + 4x, ut(x, 0) = 0, u(0, t) = −6, u(3, t) = 6.

3.20.

{
utt = 9uxx, 0 < x < 1, t > 0,

u(x, 0) = 7− 5x, ut(x, 0) = 12 sin 4πx, u(0, t) = 7, u(1, t) = 2.

3.21.




utt = a2uxx + sin 2t, 0 < x < l, t > 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = −2 cos
2x

a
, ux(0, t) = 0, ux(l, t) =

2

a
sin

2l

a
sin 2t.

3.22.

{
utt = uxx + 16 cos 8t sin 8x, 0 < x < π, t > 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, u(0, t) = 0, ux(π, t) = 0.
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4. Багатовимiрне хвильове рiвняння. Загальний пiдхiд i

види

Розглянемо найпростiший вигляд двовимiрного хвильового рiвняння:

utt = uxx + uyy. (4.1)

Розв’язок (4.1) може не залежати вiд y, i тодi рiвняння зводять до одно-
вимiрного, одержуючи розв’язок вигляду u = f (x± t). Аналогiчно розв’язки,
що не залежать вiд x, мають вигляд u = f (y ± t), — їх називають плоскими

хвилями.
Це не єдинi розв’язки, асоцiйовнi iз хвильовими процесами. Якщо пе-

рейти до нових координат
{
x̃ = x cos ϕ + y sin ϕ,

ỹ = −x sin ϕ + y cos ϕ,

то рiвняння (4.1) не змiнюється:

ũtt = ũx̃x̃ + ũỹỹ.

Тодi розв’язком буде функцiя u = f (x̃− t) = f (x cos ϕ + y sin ϕ − t), яку
коротко записують у виглядi

u = f (t− 〈n, x̃〉) ,

де n = (cos ϕ, sin ϕ) — вектор, що вказує напрямок поширення плоскої хвилi.
Розглянемо багатовимiрне рiвняння:

utt = ∆u. (4.2)

Розв’язки, де x ∈ R
n, за типом плоских хвиль можна подати у виглядi

u = F (t− 〈θ, x〉), де θ — одиничний вектор (точка одиничної сфери). Тодi
загальний розв’язок рiвняння (4.2) можна зобразити у виглядi

u =

∫

θ∈Sn

F (t− 〈θ, x〉) dS,

тобто у виглядi сум плоских хвиль. Тому рiвняння (4.2) називають багато-

вимiрним хвильовим рiвнянням.
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Ще один тип розв’язку хвильового характеру рiвняння (4.1) асоцiюється
iз хвилями, утворюваними вiд кинутого у воду каменя. Це розв’язок радiаль-
ного типу

u = u (t, r) ,

де r =
√

x2 + y2 + z2 у тривимiрному випадку. Обчисливши похiднi, одержи-
мо спiввiдношення

ux = urrx =
1

r
urx, uy = urry =

1

r
ury,

uxx =

(
1

r
ur

)

r

x2

r
+

1

r
ur, uyy =

(
1

r
ur

)

r

y2

r
+

1

r
ur, uzz =

(
1

r
ur

)

r

z2

r
+

1

r
ur,

∆u =

(
1

r
ur

)

r

r +
1

r
ur = urr +

n− 1

r
ur.

Отже, для радiального розв’язку рiвняння (4.2) набуває вигляду

utt = urr +
n− 1

r
ur, (4.3)

який називають рiвнянням Ейлера–Пуассона–Дарбу. Позбувшись вiд ur
i ввiвши замiну u = rαv, одержимо

ur = αrα−1υ + rαvr,

urr = α (α − 1) rα−2v + 2αrα−1ur + rαvrr.

Для позбавлення вiд v i vr необхiдно, щоб
{

α (α − 1) + α (n− 1) = 0,

2α + (n− 1) = 0.
⇒ n = 3, α = −1.

Отже, розмiрнiсть 3 з погляду хвильового рiвняння виявляється особливою:
тiльки у тривимiрному випадку вдається позбутися молодших похiдних.

Отже, у тривимiрному випадку для v ми отримаємо рiвняння

vtt = vrr.

Його розв’язок має вигляд v (t, r) = f (t− r) + g (t+ r), а розв’язок
вихiдного рiвняння — вигляд

u (t, x, y, z) =
f (t− r) + g (t+ r)

r
, (4.4)

який називають сферичною хвилею.
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4.1. Формула Пуассона у випадку тривимiрного хвильового

рiвняння

Перейдемо до основного завдання: знайти розв’язок хвильового рiвнян-
ня, яке ми запишемо двома способами:
{
utt = a2 (uxx + uyy + uzz) ,

u |t=0 = ϕ (x, y, z) , ut |t=0 = ψ (x, y, z) ,

{
utt = a2∆u,

u |t=0 = ϕ (x) , ut |t=0 = ψ (x) .

У другiй формi x — тривимiрний вектор, що вiдповiдає (x, y, z) у пер-
шому записi. Для спрощення запису шукатимемо розв’язок рiвняння у другiй
формi. Для будь-якої точки x ∈ R

3 розглянемо функцiю

U (t, r, x) =
1

4πr2

∫

ξ∈Sr(x)

u (t, ξ) dS,

де Sr (x) — сфера радiуса r iз центром у точцi x, i дослiдимо її зв’язок з
розв’язком. Ця функцiя зручна тому, що U (t, r, x) −−→

r→0
u (t, x). Обчислимо

другу похiдну за часом

Utt =
1

4πr2

∫

ξ∈Sr(x)

utt (t, ξ) dS

i похiднi функцiї U (t, r, x) за r. Для цього зробимо пiд iнтегралом замiну
ξ = x + rθ, звiдки rθ = ξ − x ∈ Sr (0), а, отже, θ ∈ S1 (0). Тодi, оскiльки
dSr = r2dS1,

Ur =
∂

∂r




1

4π

∫

θ∈S1(0)

u (t, x+ rθ) dS


 =

1

4π

∫

θ∈S1(0)

(∇u (t, x+ rθ) , θ) dS =

=
1

4πr2

∫

ξ∈Sr(x)

(∇u (t, ξ) , θ) dS =
1

4πr2

∫

ξ∈Br(x)

∆u (t, ξ) dV =

=
1

4πr2

r∫

0

∫

ξ∈Sρ(x)

∆u (t, ξ) dSdρ.

Тепер помножимо отриману рiвнiсть на r2 i знову продиференцiюємо за
r. Одержимо

(
r2Ur

)
r
=

1

4π

∫

ξ∈Sr(x)

∆u (t, ξ) dS.
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Отже, якщо u (t, x) — розв’язок хвильового рiвняння, то для функцiї U можна
написати диференцiальне рiвняння

Utt = a2
(
r2Ur

)
r

1

r2
= a2

(
Urr +

2

r
Ur

)
,

тобто функцiя U задовольняє рiвняння (4.3). Для того щоб знайти розв’язок,
скористаємося початковими умовами:

U (t, r, x) |t=0 =
1

4πr2

∫

ξ∈Sr(x)

ϕ (ξ) dS, Ut (t, r, x) |t=0 =
1

4πr2

∫

ξ∈Sr(x)

ψ (ξ) dS.

Замiною U =
V

r
, V = rU зведемо рiвняння Ейлера–Пуассона–Дарбу до

хвильового рiвняння Vtt = a2Vrr, причому V |r=0 = 0. Його розв’язок матиме
вигляд V = f (t− ar) + g (t+ ar). Позначивши

V |t=0 =
1

4πr

∫

ξ∈Sr(x)

ϕ (ξ) dS = Φ(r) , Vt |t=0 =
1

4πr

∫

ξ∈Sr(x)

ψ (ξ) dS = ψ (r) , (4.5)

одержимо вираз для V (t, r) (за формулою Д’Аламбера у разi r > at i з огляду
на умову V |r=0 = 0 за r < at):

V (t, r) =
Φ (at+ r)− Φ (at− r)

2
+

1

2a

at+r∫

at−r

ψ (ρ) dρ.

Вираз для U матиме вигляд

U (t, r, x) =
Φ (at+ r)− Φ (at− r)

2r
+

1

2ar

at+r∫

at−r

ψ (ρ) dρ.

Одержавши формулу для U (t, r, x), зробимо граничний перехiд

u (t, x) = lim
r→0

U (t, r, x) = Φ′ (at) +
1

a
ψ (at) ,

що з урахуванням уведених позначень (4.5) дасть

u (t, x) =
1

4πa2t

∫

ξ∈Sat(x)

ψ (ξ) dS +
1

4πa2
∂

∂t



1

t

∫

ξ∈Sat(x)

ϕ (ξ) dS


 , (4.6)

де dS — елемент площi на сферi радiуса at iз центром у точцi x. Цю формулу
називають формулою Пуассона.
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Теорема 4.1. Розв’язок початкової задачi для хвильового рiвняння в

R
3 {

utt = a2∆u, x ∈ R
3;

u |t=0 = ϕ (x, y, z) , ut |t=0 = ψ (x, y, z)

задають формулою Пуассона (4.6). Розв’язок є класичний, якщо ϕ ∈ C2(R3),

ψ ∈ C3(R3).

4.2. Формула загаяних потенцiалiв

Принцип Дюамеля дозволяє написати розв’язок i для неоднорiдного
хвильового рiвняння:

utt = a2∆u+ f (t, x, y, z) .

Нехай розв’язок однорiдного рiвняння, що задовольняє початковi умови

u |t=0 = ϕ (x, y, z) , ut |t=0 = ψ (x, y, z) ,

у точцi t = 0 для ϕ ≡ 0 має вигляд

u (t, x) =
1

4πa2t

∫

ξ∈Sat(x)

ψ (ξ) dS,

а у точцi t = τ — вигляд

u (t, x) =
1

4πa2 (t− τ)

∫

ξ∈Sa(t−τ)(x)

ψτ (ξ) dS.

Тодi iнтеграл Дюамеля (3.6) набуде вигляду

u (t, x) =

t∫

0

1

4πa2 (t− τ)

∫

ξ∈Sat(x)

f (τ, ξ) dSdτ =
1

4πa2

at∫

0

∫

ξ∈Sρ(x)

f
(
t− ρ

a , ξ
)

ρ
dSdρ,

де замiнено змiннi ρ = a(t− τ). Останнiй вираз можна зобразити у виглядi

u (t, x) =
1

4πa2

∫

ξ∈Bat(x)

f
(
t− |ξ−x|

a , ξ
)

|ξ − x| dV, (4.7)

який називають формулою загаяних потенцiалiв (тут iнтегрування про-
ведено за об’ємом V , який охоплює кулю Bat).
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Теорема 4.2. Розв’язок початкової задачi для неоднорiдного хвильо-

вого рiвняння в R
3, що задовольняє нульовi початковi умови

{
utt = a2∆u+ f (t, x, y, z) , x ∈ R

3;

u |t=0 = ut |t=0 = 0,

задають формулою загаяних потенцiалiв

u (x) =

∫
f (ξ)

|ξ − x|dξ. (4.8)

4.3. Формула Кiрхгофа

Об’єднання формули Пуассона й формули загаяних потенцiалiв дає фор-
мулу, яку часто називають формулою Кiрхгофа (розв’язку задачi Кошi
для хвильового рiвняння).

Теорема 4.3. Нехай ϕ (x) ∈ C3
(
R

3
)
, ψ (x) ∈ C2

(
R

3
)
. Тодi класичний

розв’язок задачi Кошi

{
utt = a2∆u (t, x) , t > 0, x ∈ R

3;

u |t=0 = ϕ (x) , ut |t=0 = ψ (x)

задають формулою Кiрхгофа:

u (t, x) =
1

4πa2t

∫

ξ∈Sat(x)

ψ (ξ) dS +
1

4πa2t2

∫

ξ∈Sat(x)

ϕ (ξ) dS+

+
1

4πat

∫

ξ∈Sat(x)

∂

∂n
ϕ (ξ) dS. (4.9)

Приклад 10. Застосувавши формулу Кiрхгофа, знайти розв’язок за-
дачi Кошi для хвильового рiвняння у просторi:

{
utt = uxx + uyy + uzz,

u |t=0 = 0, ut |t=0 = (x− y + z)2 .

Розв’язання. Запишемо формулу Кiрхгофа (4.9) з урахуванням заданих
умов:

u (x, y, z, t) =
1

4πt

∫∫

S

(x0 − y0 + z0)
2 dS, (4.10)
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де S — поверхня сфери радiуса R = t iз центром у точцi (x; y; z). Перейдемо
до сферичних координат:

x0 = x+ t sin θ cos ϕ, y0 = y + t sin θ sin ϕ, z0 = z + t cos θ,

dS = t2 sin θdθdϕ.
(4.11)

Пiдставивши (4.11) в (4.10), матимемо

u (x, y, z, t) =
t

4π

2π∫

0

dϕ

π∫

0

(x+ t sin θ cos ϕ − y − t sin θ sin ϕ)2 sin θdθ+

+
t

4π

2π∫

0

dϕ

π∫

0

(z + t cos θ)2 sin θdθ =
t

4π

2π∫

0

dϕ



(x− y + z)2

π∫

0

sin θdθ



+

+
t

4π

2π∫

0

dϕ



t2

π∫

0

(sin θ cos ϕ − sin θ sin ϕ + cos θ)2 sin θdθ



+

+
t

4π

2π∫

0

dϕ · 2t (x− y + z)

π∫

0

(sin θ cos ϕ − sin θ sin ϕ + cos θ) sin θdθ =

=

2π∫

0

tdϕ

4π



2 (x− y + z)2 + t2


2− sin 2ϕ

π∫

0

sin3 θdθ + cos ϕ

π∫

0

sin θ sin 2θdθ






+

+
t

4π

2π∫

0

dϕ



−t2 sin ϕ

π∫

0

sin 2θ sin θdθ + 2t (x− y + z) cos ϕ

π∫

0

sin2 θdθ



+

t

4π

2π∫

0

dϕ



−2t (x− y + z) sin ϕ

π∫

0

sin2 θdθ + t (x− y + z)

π∫

0

sin 2θdθ



 =

=
t

4π

2π∫

0

[
2 (x− y + z)2+t2

(
2− 4

3
sin 2ϕ

)
+πt (x− y + z) (cos ϕ − sin ϕ)

]
dϕ=

=
t

4π



4π (x− y + z)2 + 4πt2 − 4t2

3

2π∫

0

sin 2ϕdϕ



+

+
t

4π



πt (x− y + z)




2π∫

0

cos ϕdϕ −
2π∫

0

sin ϕdϕ






 =
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=
t

4π

{
4π (x− y + z)2 + 4πt2

}
= t

(
t2 + (x− y + z)2

)
.

Завдання для самостiйного виконання

Застосовуючи формулу Кiрхгофа, знайти розв’язки задач Кошi для хви-
льових рiвнянь у просторi:

4.1.

{
utt = 4 (uxx + uyy + uzz) ,

u|t=0 = 0, ut|t=0 = (x− 2y + z)2.

4.2.

{
utt = 9 (uxx + uyy + uzz) ,

u|t=0 = 0, ut|t=0 = (x+ y − z)2.

4.3.

{
utt = 16 (uxx + uyy + uzz) ,

u|t=0 = ut|t=0 =
(
x2 + y2 + z2

)
.

4.4.

{
utt = 25 (uxx + uyy + uzz) ,

u|t=0 = ut|t=0 = cos
√
x2 + y2 + z2.

4.5.

{
utt = (uxx + uyy + uzz) + 2xyz,

u|t=0 = x2 + y2 − 2z2, ut|t=0 = 1.

4.6.

{
utt = (uxx + uyy + uzz) + et,

u|t=0 = ut|t=0 = 0.

4.4. Застосування методу спуску для двовимiрного хвильово-

го рiвняння

Розв’яжемо задачу Кошi
{
utt = a2∆u, t > 0, x ∈ R

n,

u |t=0 = ϕ (x) , ut |t=0 = ψ (x) ,

у разi двох просторових змiнних за n = 2, x ∈ R
2. Виявляється, що фор-

мулу розв’язку задачi Кошi у разi n = 2 виводять iз аналогiчної формули
розмiрностi n = 3. Метод, що дозволяє звести задачу бiльшої розмiрностi

до задачi меншої розмiрностi, називають методом спуску.
Нехай функцiя u (t, x) = u (t, x, y, z) є розв’язок задачi Кошi у разi n = 3

i нехай початковi функцiї не залежать вiд z, тобто ψ = ψ (x, y), ϕ = ϕ (x, y).
Розв’язок цiєї задачi визначимо формулою Пуассона (4.6):

u (t, x, y, z) =
1

4πa2t

∫

(ξ,η,ζ)∈Sat(x,y,z)

ψ (ξ, η) dS +
∂

∂t

1

4πa2t

∫

(ξ,η,ζ)∈Sat(x,y,z)

ϕ (ξ, η) dS,

де dS — елемент площi на сферi радiуса at iз центром у точцi (x, y, z), (ξ, η, ζ)

— вектор. З огляду на специфiчнiсть початкових функцiй iнтегрування за
сферою в R

3 можна звести до iнтегрування за колом в R
2. Сферу радiуса

R iз центром у точцi (x, y, z) спроєктуємо в коло того самого радiуса R iз
центром у точцi (x, y). Проєкцiя дворазова: однiй i тiй самiй точцi на колi
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вiдповiдають двi точки у просторi: одна на верхнiй, а iнша на нижнiй пiв-
сферi. Оскiльки ϕ, ψ не залежать вiд z, iнтеграли за верхньою та нижньою
пiвсферами збiгаються, i ми можемо розглядати тiльки верхню пiвсферу, под-
воївши iнтеграл:

u (t, x, y, z) =
1

2πa2t

∫

(ξ,η,ζ)∈S+
at(x,y,z)

ψ (ξ, η) dS +
∂

∂t

1

2πa2t

∫

(ξ,η,ζ)∈S+
at(x,y,z)

ϕ (ξ, η) dS.

Координати будь-якої точки сфери (ξ, η, ζ) пов’язанi з координатами
центра сфери спiввiдношеннями

ξ = x+R sinα cos β, η = y +R sinα cos β, ζ = z +R cosα,

де R — радiус сфери, α — кут мiж нормаллю до сфери i вiссю z, β — кут мiж
проєкцiєю нормалi на площину кола iз центром (x, y) i вiссю x. Елемент площi
кола дорiвнює dξdη = Jdαdβ, де J — якобiан замiни змiнних (ξ, η) → (α, β):

J =

∣∣∣∣
R cosα cos β

R cosα sin β

−R sinα sin β

R sinα cos β

∣∣∣∣ = R2 cosα sinα,

dξdη = R2 cosα sinαdαdβ = cosαdS ⇒ dS =
dξdη

cosα
,

оскiльки dS = R2 sinαdαdβ, cosα =
ζ − z

R
, ζ−z =

√
R2 − (x− ξ)2 − (y − η)2,

остаточно одержимо

dS =
Rdξdη√

R2 − (x− ξ)2 − (y − η)2
.

З огляду на те що R = at i в кожну точку кола спроєктовано двi точки
сфери, одержимо

u (t, x, y, z) =
1

2πa2t

∫

(ξ,η,ζ)∈S+
at(x,y,z)

ψ (ξ, η) dS +
∂

∂t

1

2πa2t

∫

(ξ,η,ζ)∈S+
at(x,y,z)

ϕ (ξ, η) dS =

=
at

2πa2t

∫

(ξ,η)∈Bat(x,y)

ψ (ξ, η) dξdη√
a2t2 − (x− ξ)2 − (y − η)2

+

+
∂

∂t

at

2πa2t

∫

(ξ,η)∈Bat(x,y)

ϕ (ξ, η) dξdη√
a2t2 − (x− ξ)2 − (y − η)2

.
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Якщо (x, y) — двовимiрний вектор, його можна замiнити одною лiтерою
(x, y) = x, тодi формулу записують коротше:

u (t, x) =
1

2πa

∫

ξ∈Bat(x)

ψ (ξ)√
a2t2 − |ξ − x|2

dS+

+
∂

∂n

1

2πa

∫

ξ∈Bat(x)

ϕ (ξ)√
a2t2 − |ξ − x|2

dS. (4.12)

Цю формулу також називають формулою Пуассона.

Теорема 4.4. Нехай функцiї ϕ (x, y) ∈ C3
(
R

2
)
, ψ (x, y) ∈ C2

(
R

2
)
. Тодi

розв’язок задачi Кошi
{
utt = a2∆u, t > 0, x ∈ R

n,

u
∣∣
t=0

= ϕ (x) , ut
∣∣
t=0

= ψ (x) ,

задають формулою Пуассона (4.12).

Приклад 11. Скориставшися формулою Пуассона, знайти розв’язок
задачi Кошi для хвильового рiвняння на площинi:

{
utt = a2 (uxx + uyy) ,

u |t=0 = 0, ut |t=0 = (x+ y)2 .

Розв’язання. Запишемо формулу (4.12) з урахуванням спiввiдношення
U (x, y, 0) = 0:

u (x, y, t) =
1

2πa

∫∫

r<at

(x0 + y0)
2 dx0dy0√

a2t2 − (x− x0)
2 − (y − y0)

2
. (4.13)

Перейдемо до полярних координат. Для довiльної точки мають мiсце
спiввiдношення

x0 = x+ r cos ϕ, y0 = y + r sin ϕ. (4.14)

Пiдставивши (4.14) в (4.13), матимемо

u (x, y, t) =
1

2πa

∫∫

r<at

(x+ y + r cos ϕ + r sin ϕ)2 rdrdϕ√
a2t2 − r2

=

=
1

2πa

∫∫

r<at

(x+ y)2 + r2 (1 + sin 2ϕ) + 2 (x+ y) r (cos ϕ + sin ϕ)√
a2t2 − r2

rdrdϕ =
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=
1

2πa


(x+ y)2

2π∫

0

dϕ

at∫

0

rdr√
a2t2 − r2

+

2π∫

0

(1 + sin 2ϕ) dϕ

at∫

0

r3dr√
a2t2 − r2


+

+
1

2πa
· 2 (x+ y)

2π∫

0

(cos ϕ + sin ϕ) dϕ

at∫

0

r2dr√
a2t2 − r2

=

=
1

2πa

(
(x+ y)2 2πat+ 2π

2a3t3

3

)
=

2

3
a2t3 + (x+ y)2 t.

Завдання для самостiйного виконання

Скориставшися формулою Пуассона, знайти розв’язки задач Кошi для
хвильових рiвнянь на площинi:

4.7.

{
utt = a2 (uxx + uyy) ,

u|t=0 = 0, ut|t=0 = (2x+ y)2.

4.8.

{
utt = 2 (uxx + uyy) ,

u|t=0 = 2x2 − y2, ut|t=0 = 2x2 + y2.

4.9.

{
utt = a2 (uxx + uyy) ,

u|t=0 = ut|t=0 =
(
x2 + y2

)2
.

4.10.

{
utt = a2 (uxx + uyy) ,

u|t=0 = 0, ut|t=0 = (x− y)2.

4.11.

{
utt = (uxx + uyy) + 2,

u|t=0 = x, ut|t=0 = y.

4.12.

{
utt = 3 (uxx + uyy) + x3 + y3,

u|t=0 = x2, ut|t=0 = y2.

4.5. Метод роздiлення змiнних для двовимiрного хвильового

рiвняння

Розглянемо найпростiший випадок двовимiрного однорiдного хвильово-
го рiвняння:

utt = uxx + uyy.

Спробуємо роздiлити змiннi, перейшовши до полярних координат. Тодi вихiдне
рiвняння набуде вигляду

utt = urr +
1

r
ur +

1

r2
uϕϕ (4.15)

i розв’язок шукатимемо у виглядi

u (t, r, ϕ) = h (t) v (r) q (ϕ) .

Роздiлимо змiннi:

h′′vq = hv′′q +
1

r
hv′q +

1

r2
hvq′′ ⇒ h′′

h
=

v′′ +
1

r
v′

v
+

1

r2
q′′

q
= λ.
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Зробити це повнiстю не вдається, тому що права частина, на вiдмiну вiд лiвої,
не залежить вiд t:

h′′ = λh, (4.16-а)

v′′ +
1

r
v′

v
+

1

r2
q′′

q
= λ. (4.16-б)

Тепер у рiвняннi (4.16-б) продовжимо роздiлення змiнних:

r2
v′′ +

1

r
v′

v
− λr2 +

q′′

q
= 0.

Першi два доданки залежать вiд r, а третiй — вiд ϕ, отже, можна звести
рiвняння до двох:

q′′ = µq, (4.17-а)

v′′ +
1

r
v′ +

( µ

r2
− λ

)
v = 0. (4.17-б)

Розв’язок рiвняння (4.17-а), що залежить вiд кутової змiнної, повинен
задовольняти умови перiодичностi

q (0) = q (2π) , q′ (0) = q′ (2π) ,

звiдки
µn = −n2, qn = A cosnϕ +B sinnϕ.

З урахуванням цього рiвняння перетворимо (4.17-б) на

v′′ +
1

r
v′ =

(
n2

r2
+ λ

)
v = 0.

Замiнивши r = r̃/
√

λ, одержимо рiвняння

ṽ′′ +
1

r̃
ṽ′′ −

(
n2

r̃2
+ 1

)
y = 0, (4.18)

яке називають рiвнянням Бесселя (див. роздiл 7.6.). Незважаючи на те
що воно вiдiграє важливу роль у теорiї рiвнянь в частинних похiдних, його
розв’язки в елементарних функцiях не виражаються.

Приклад 12. Розв’язати змiшану задачу для хвильового рiвняння у
прямокутнику:



utt = ∆u,

u|t=0 =
xy

64
(2− x) (3− y) , ut|t=0 = 0, u|x=0 = u|y=0 = u|x=2 = u|y=3 = 0.
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Розв’язання. Шукатимемо розв’язок у виглядi

u (x, y, t) = X (x)Y (y)T (t) . (4.19)

Пiдставивши (4.19) у вихiдне рiвняння, одержимо

X (y)Y (y) T̈ (t) = (X ′′ (x)Y (y) +X (x)Y ′′ (y))T (t) .

Роздiлимо змiннi:
X ′′ (x)

X (x)
+

Y ′′ (y)

Y (y)
=

T̈ (t)

T (t)
;

X ′′ (x) + λX (x) = 0, X (0) = X (2) = 0, (4.20-а)

Y ′′ (y) + µY (y) = 0, Y (0) = Y (3) = 0, (4.20-б)

T̈ (t) + (λ + µ)T (t) = 0. (4.20-в)

Загальний розв’язок (4.20-а), як вiдомо, має вигляд

X (x) = C1 cos
√

λx+ C2 sin
√

λx.

Iз початкових умов одержимо X (0) = C1 = 0, X (2) = C2 sin 2
√

λ = 0, звiдки

λk =
π2k2

4
. (4.21)

Отже,

Xk (x) = Ck sin
πk

2
x, k = 1, 2, . . . (4.22)

Аналогiчно з (4.20-б) отримаємо, що

λm =
π2m2

9
; (4.23)

Ym (y) = Dm sin
(πm

3
y
)
,m = 1, 2, . . . (4.24)

За аналогiєю для часової функцiї з (4.20-в) одержимо, що

Tm (t) = Em1 cos

(
π

√
m2

9
+

k2

4
t

)
+ Em2 sin

(
π

√
m2

9
+

k2

4
t

)
. (4.25)
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Поєднавши (4.19), (4.21) i (4.22)-(4.24), отримаємо

u (x, y, t) =
∞∑

k,m=1

{
(Akm cos

(
π

√
m2

9
+

k2

4
t

)
+

+Bkm sin

(
π

√
m2

9
+

k2

4
t

)}
sin

πk

2
x sin

πm

3
y,

(4.26)

де Akm = CkDmEm1, Bkm = CkDmEm2. Скористаємося початковими умовами:

ut|t=0 =
∞∑

k,m=1

πBkm

√
m2

9
+

k2

4
sin

πk

2
x sin

πm

3
y = 0 ⇒ Bkm ≡ 0.

Тепер

u|t=0 =
∞∑

k,m=1

Akm sin
πk

2
x sin

πm

3
y =

xy

64
(2− x) (3− y) .

Звiдси знайдемо Akm:

Akm =

3∫

0

3y − y2

3
sin

πmy

3
dy

2∫

0

2x− x2

32
sin

πkx

2
dx =

9
(
(−1)k − 1

)
((−1)m − 1)

k3m3π6
.

Пiдставивши отриманий результат у (4.26), одержимо

u (x, y, t) =
9

π6

∞∑

µ,ν=0

1

(2µ − 1)3 (2ν − 1)3
cos


π

√
(2µ − 1)2

4
+

(2ν − 1)2

9
t


×

× sin

(
π (2µ − 1)

2
x

)
sin

(
π (2ν − 1)

3
y

)
.

Завдання для самостiйного виконання

Розв’язати змiшанi задачi для хвильового рiвняння у прямокутнику:

4.13.





utt = 9△u,

u(x, y, 0) = xy(4− x)(5− y), ut(x, y, 0) = 0,

u|x=0 = u|y=0 = u|x=4 = u|y=5 = 0.

4.14.





utt = 4△u,

u(x, y, 0) = x(3− x)(4− y), ut(x, y, 0) = 0,

u|x=0 = u|y=0 = u|x=3 = u|y=4 = 0.
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Приклад 13. Розв’язати змiшану задачу для хвильового рiвняння у
колi: 




utt = ∆u, 0 6 r < 25, 0 < t < ∞,

u (r, 0) =
1

8

[
1−

( r

25

)2
]
, ut (r, 0) = 0, u (25, t) = 0.

Розв’язання. Перейдемо до полярної системи координат. Оскiльки анi
коефiцiєнти рiвняння, анi його крайовi умови не залежать вiд полярного кута,
припустимо, що не залежить вiд нього i розв’язок. Вiдповiдно, шукатимемо
розв’язок у виглядi

u (r, ϕ, t) ≡ U (r, t) = R (r)T (t) . (4.27)

Пiдставивши (4.27) у вихiдне рiвняння та роздiливши змiннi, одержимо

R′′ (r)

R (r)
+

1

r

R′ (r)

R (r)
=

T̈ (t)

T (t)
= −λ,

звiдки

rR′′ (r) +R′ (r) + λrR (r) = 0, |R (0)| < ∞, R (25) = 0, (4.28-а)

T̈ (t) + λT (t) = 0. (4.28-б)

Легко побачити, що (4.28-а) — це окремий випадок рiвняння Бесселя,
який має розв’язок

R (r) = C1J0

(√
λr

)
+ C2Y0

(√
λr

)
,

де J0 i Y0 — функцiї Бесселя й Неймана нульового порядку вiдповiдно (див.
роздiл 7.6.). Вимагаючи обмеженостi R (r) у нулi, знайдемо умову C2 ≡ 0.
Далi, скориставшись умовою R (25) = 0, матимемо

J0

(
25
√

λ
)
= 0,

звiдки

λk =
ν2k
625

, k = 1, 2, . . . , (4.29)

де νk — k-й нуль функцiї Бесселя нульового порядку. Тодi

Rk (r) = CkJ0

(
νk

r

25

)
. (4.30)
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Вiдповiдно, для часової функцiї з (4.28-б) одержимо

Tk (t) = Dk1 cos
(νk

25
t
)
+Dk2 sin

(νk

25
t
)
. (4.31)

Поєднавши (4.27), (4.30) i (4.31), матимемо

u (r, t) =
∞∑

k=1

(
Ak cos

(νk

25
t
)
+Bk sin

(νk

25

)
t
)
J0

(
νk

r

25

)
,

де Ak = CkDk1, Bk = CkDk2. Скористаємося початковими умовами:

ut (r, 0) =
1

25

∞∑

k=1

BkνkJ0

(
νk

r

25

)
= 0, ⇒ Bk ≡ 0.

u (r, 0) =
∞∑

k=1

AkJ0

(
νk

r

25

)
=

1

8

[
1−

( r

25

)2
]
,

звiдки

Ak =
1

4J2
1 (νk)

25∫

0

[
1−

( r

25

)2
]
J0

(
νk

r

25

) r

25
d
( r

25

)
=

J2 (νk)

2ν2kJ
2
1 (νk)

.

Отже, остаточно

u (r, t) =
1

2

∞∑

k=1

J2 (νk)

ν2kJ
2
1 (νk)

cos
(νk

25
t
)
J0

(
νk

r

25

)
.

Завдання для самостiйного виконання

Розв’язати змiшанi задачi для хвильового рiвняння у колi:

4.15.





utt = 3△u, 0 6 r < 23,

u(r, 0) =
1

8

(
1−

( r

23

)2
)
, ut(r, 0) = 0, u(23, t) = 0.

4.16.





utt = 2△u, 0 6 r < 24,

u(r, 0) =
1

8

(
1−

( r

24

)2
)
, ut(r, 0) = 0, u(24, t) = 0.
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5. Рiвняння теплопровiдностi

Рiвняння вигляду
ut = uxx (5.1)

називають найпростiшим рiвнянням теплопровiдностi — ним послугову-
ються пiд час вивчення процесiв поширення тепла, дифузiї й багатьох iнших
роздiлiв фiзики. У разi дифузiї речовини остання поширюється в розчинi.
Розглянемо експеримент, у якому крапля чорнил падає в посудину з водою.
Згодом вода починає забарвлюватися, що свiдчить про поширення чорнил
у розчинi — цей процес i називають дифузiєю. Для того щоб зрозумiти її
модель, ми розглядаємо дискретне середовище. Воно нiби складене зi скри-
ньок, де крапля в кожний наступний момент може «перестрибнути» в одну
з двох сусiднiх скринь iз рiвною ймовiрнiстю. У такiй постановцi «краплю»
розглядають як елементарну, неподiльну частинку речовини. Для реальної
ж краплi «ймовiрностi» реалiзуються як частини, на якi вона дiлиться, по-
ширюючись у рiзнi боки. Як вiдомо, ймовiрностi знаходження частинки в
тiй або iншiй «скринi» являють собою дроби, у яких за t = n у знаменнику
стоїть 2n, а в чисельнику — бiномiальний коефiцiєнт Ck

n. У разi збiльшення
n i вiдповiдного перемасштабування ми одержимо криву, що описує густину
ймовiрностi розподiлу за законом, вiдкритим Гауссом.

5.1. Одновимiрне рiвняння теплопровiдностi

Запишемо диференцiальне рiвняння розглянутого вище процесу, у яко-
му un (t) — кiлькiсть частинок у момент часу t в n-й комiрцi. Нехай

un (t+∆t) =
1

2
un−1 (t) +

1

2
un+1 (t) .

Позначивши за ∆x крок комiрки (∆x · n = x), матимемо

u (t, x) = un (t) , u (t, x+∆x) = un+1 (t) , u (t, x−∆x) = un−1 (t) .

Тодi закон набуде вигляду, який у разi зменшення ∆x i ∆u звiдний до

ut∆t = uxx
(∆x)2

2
⇒ ut∆t = uxx ·

(
∆x2

)

2
.

Припустивши, що ∆t i ∆x зменшуються так, що ∆t ≈
(
∆x√
2

)2

, одержимо

саме рiвняння (5.1).
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Частиннi розв’язки рiвняння (5.1) можна шукати й у виглядi полiно-
мiв, i у виглядi рядiв за степенями t, але ми скористаємося автомодельним

прийомом пошуку. Рiвняння теплопровiдностi є iнварiантне щодо замiни

x = λx̃, t = λ2t̃.

Тому доцiльно шукати розв’язок у виглядi u (t, x) = v

(
x2

t

)
. Пiдставивши

цю функцiю в рiвняння, знайдемо її похiднi:

−x2

t2
v′
(
x2

t

)
=

2

t
v′
(
x2

t

)
+

4x2

t2
v′′

(
x2

t

)
.

Якщо позначимо x2 = pt, то отримане спiввiдношення набуде вигляду

−p

t
v′ (p) =

2

t
v′ (p) +

4p

t
v′′ (p) .

Помноживши рiвняння на t, отримаємо звичайне диференцiальне рiвняння,
розв’язавши яке, одержимо

v (p) = C

∞∫

p

e−
σ
4

√
σ
dσ = 4C

∞∫

p

e−
σ
4d

(√
σ

2

)
= 4C

∞∫
√
p

2

e−s2ds.

У такий спосiб ми отримали розв’язок вигляду

u (t, x) = C

∞∫
x

2
√
t

e−s2ds. (5.2)

Зсув початку вiдлiку просторової змiнної не змiнює вихiдне рiвняння,

тому, як неважко перевiрити, розв’язком буде i функцiя u (t, x) = C

∞∫
x−ξ

2
√
t

e−s2ds,

i комбiнацiя таких функцiй (з огляду на принцип суперпозицiї):

u (t, x) =
∑

i

1√
π

∞∫

|x−ξi|
2
√
t

e−s2g (ξi) ds. (5.3)

Вираз (5.3) можна зобразити й у континуальнiй формi:
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u (t, x) =
1√
π

∞∫

−∞




∞∫
|x−ξ|
2
√
t

e−s2ds


 g (ξ) dξ︸ ︷︷ ︸

d
∞∫
ξ

g(s)ds

=
1√
π




∞∫
|x−ξ|
2
√
t

e−s2ds







∞∫

ξ

g (s) ds




∣∣∣∣∣

ξ=∞

ξ=−∞
−

− 1√
π

∞∫

−∞

∞∫

ξ

g (s) ds
1√
4t
e−

(x−ξ)2

4t dξ =
1√
4πt

∞∫

−∞

G (ξ) e−
(x−ξ)2

4t dξ,

де G (ξ) =

∞∫

ξ

g(s)ds.

Формулу

u(t, x) =
1√
4πt

+∞∫

−∞

G (ξ) e−
(x−ξ)2

4t dξ (5.4)

називають формулою Пуассона, або iнтегралом Пуассона (див. роздiл
7.1.).

Функцiя

Φ (t, x, ξ) =
1√
4πt

e−
(x−ξ)2

4t (5.5)

є розв’язок рiвняння теплопровiдностi. Вона вiдiграє центральну роль з огля-
ду на ряд унiкальних властивостей — тому її називають не просто розв’яз-
ком, а фундаментальним розв’язком рiвняння теплопровiдностi. По-
перше, вона невiд’ємна й нескiнченно диференцiйовна за t > 0, x ∈ R

1.
По-друге, lim

t→0
Φ (t, x, ξ) = 0 у разi x 6= ξ скрiзь, за винятком однiєї точки

(lim
t→0

Φ (t, x, ξ) = ∞ у разi x = ξ). Цiкава властивiсть характерна для iнтегра-

ла вiд цiєї функцiї за вiссю (−∞,+∞):

1√
4πt

+∞∫

−∞

e−
(x−ξ)2

4t dξ =
1√
π

+∞∫

−∞

e−
(x−ξ)2

4t d

(
x− ξ√

4t

)
=

1√
π

+∞∫

−∞

e−s2ds = 1.

Тобто, хоча функцiя й прямує за t → 0 до нуля скрiзь, окрiм однiєї точки,
iнтеграл вiд неї дорiвнює одиницi (див. рис. (5.1)).

Теорема 5.1. Розв’язок задачi Кошi для рiвняння теплопровiдностi

ut = uxx, u |t=0 = g (x) (5.6)
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описують формулою Пуассона (5.4):

u(t, x) =
1√
4πt

∞∫

−∞

∞∫

ξ

g(s)e−
(x−ξ)2

4t dsdξ. (5.7)

Розв’язок є нескiнченно диференцiйовний у разi t > 0 для будь-якої непере-

рвної функцiї g(x), а у разi t = 0 вiн матиме першу похiдну за t i другу за

x тiльки якщо g(x) двiчi неперервно диференцiйовна.

Отже, неперервна й обмежена функ-

Рис. 5.1. Графiчне зображення

функцiї (5.5) в рiзнi моменти часу

цiя g (x) на дiйснiй осi в умовi задачi Ко-
шi забезпечує рiвномiрну збiжнiсть u (t, x)

до g (x) за t → 0 на кожному вiдрiзку
[−A,A] дiйсної осi. У такий спосiб форму-
ла Пуассона дає розв’язок задачi Кошi для
рiвняння теплопровiдностi. Основну роль
вiдiграє саме те, що функцiя Φ (t, x, ξ) у
разi t → 0 збiгається за x 6= ξ до нуля, а
за x = ξ прямує до нескiнченностi, але «такої великої», що iнтеграл вiд неї
дає одиницю. Для позначення границi такої функцiї вводять символiчне по-
значення δ (x) як функцiї, що називають δ-функцiєю Дiрака (див. роздiл
7.3.). Їй притаманна така найважливiша властивiсть:

+∞∫

−∞

δ (x− ξ) g (ξ) dξ = g (x)

для будь-якої неперервної функцiї g (x).
Зазначимо кiлька особливостей, характерних для розв’язання змiшаних

задач теплопровiдностi. Розглянемо задачу (5.6), але поставлену на пiвосi
x > 0 з крайовою умовою за x = 0.

1. Якщо крайова умова u |x=0 = 0, то продовження g (x) непарним спо-
собом дає за допомогою формули Пуассона розв’язок цiєї задачi. Умови уз-
годження визначають як i у разi хвильового рiвняння: g (0) = 0 i g′′ (0) = 0.

2. Якщо крайова умова ux |x=0 = 0, функцiю g (x) варто продовжити
вже парним способом. Обчисливши ux (t, x):

ux (t, x) =
1√
4πt

∞∫

−∞

−x− ξ

2t
e

−(x−ξ)2

4t g (ξ) dξ
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i проiнтегрувавши цей вираз частинами, одержимо

ux (t, x) = − 1√
4πt

e
−(x−ξ)2

4t g (ξ)

∣∣∣∣∣

+∞

−∞
+

1√
4πt

∞∫

−∞

e
−(x−ξ)2

4t g′ (ξ) dξ.

Перший доданок дорiвнює нулю, другий за x = 0 перетворюється на
нуль з огляду на непарнiсть g′ (ξ) (ми також повиннi вимагати, що крiм g (x),
iснує й її обмежена похiдна g′ (x)). Умови узгодження, що гарантують кла-
сичну гладкiсть розв’язку, мають природну форму g′ (0) = 0.

Теорема 5.2. Задачу Кошi для багатовимiрного рiвняння теплопро-

вiдностi

ut = ∆u, x ∈ R
n, u |t=0 = g (x)

також розв’язують за допомогою формули Пуассона, що у багатовимiрно-

му випадку набуває вигляду

u (t, x) =
1

(4πt)
n
2

∫

Rn

e−
|x−ξ|2

4t g (ξ) dVξ. (5.8)

Приклад 14. Застосувавши формулу Пуассона, знайти розв’язок за-
дачi Кошi для рiвняння теплопровiдностi ut = uxx за умови u|t=0 = e−x2+x.

Розв’язання. Формула Пуассона (5.7) для рiвняння теплопровiдностi в
загальному випадку

ut = a2uxx, u|t=0 = g(x) = e−αx2+βx

має вигляд

u(x, t) =
1

2
√

πa2t

∞∫

−∞

g(η)e−
(x−η)2

4a2t dη =
1

2
√

πa2t

∞∫

−∞

e−
(x−η)2

4a2t e−αη2+βηdη. (5.9)

Пiсля замiни y =
η − x

2
√
a2t

⇒ η = 2y
√
a2t+ x, dη = 2

√
a2tdy вираз (5.9) набуде

вигляду

u(x, t) =
1√
π

∞∫

−∞

e−y2−α(2y
√
a2t+x)

2
+β(2y

√
a2t+x)dy. (5.10)

Видiлимо повний квадрат у показнику експоненцiйної функцiї:
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− y2 − α
(
2y

√
a2t+ x

)2

+ β
(
2y

√
a2t+ x

)
=

= −
(
1 + 4αa2t

)
y2 − (4αx− 2β)

√
a2ty − αx2 + βx =

= −
(√

1 + 4αa2ty
)2

− 2 (2αx− β)
√
a2ty

√
1 + 4αa2t√
1 + 4αa2t

−

−
(
(2αx− β)

√
a2t√

1 + 4αa2t

)2

+

(
(2αx− β)

√
a2t√

1 + 4αa2t

)2

− αx2 + βx =

= −
(
√

1 + 4αa2ty +
(2αx− β)

√
a2t√

1 + 4αa2t

)2

+

(
(2αx− β)

√
a2t√

1 + 4αa2t

)2

− αx2 + βx =

= −z2 +

(
(2αx− β)

√
a2t√

1 + 4αa2t

)2

− αx2 + βx

︸ ︷︷ ︸
γ=const

, dz =
√
1 + 4αa2tdy.

З урахуванням нових перетворень iнтеграл Пуассона (5.10) набуде вигляду

u(x, t) =
1√

1 + 4αa2t
√

π

∞∫

−∞

e−z2+γdz =
eγ

√
1 + 4αa2t

√
π

∞∫

−∞

e−z2dz.

Очевидно, що пiсля перетворень матимемо Гауссiв iнтеграл, значення
якого дорiвнює

√
π. Остаточно, пiдставивши a = α = β = 1, одержимо роз-

в’язок вихiдного рiвняння у виглядi

u(x, t) =
1√

1 + 4t
e

(2x−1)2t
1+4t −x2+x.

Завдання для самостiйного виконання

Застосувавши формулу Пуассона, знайти розв’язки задач Кошi для рiв-
нянь теплопровiдностi:

5.1.ut = 3uxx, u|t=0 = e−2x2

.

5.2.ut = 16uxx, u|t=0 = e−x2−3x.

5.3.ut = 25uxx, u|t=0 = e2x
2+5x.

5.4.4ut = uxx, u|t=0 = e−2x−x2

.

5.5.ut = uxx, u|t=0 = xe−x2

.

5.6.4ut = uxx, u|t=0 = sin xe−x2

.
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5.2. Застосування методу Фур’є для одновимiрного рiвняння

теплопровiдностi

Розглянемо застосування методу Фур’є до рiвняння теплопровiдностi:
{
ut = uxx, 0 6 x 6 l, 0 < t < ∞,

u (t, 0) = u (t, l) = 0, u (0, x) = ϕ (x) .
(5.11)

Шукаючи розв’язок у виглядi u = h (t) y (x), отримаємо роздiлення змiнних

ḣ (t)

h (t)
=

y′′ (x)

y (x)
= −λ,

звiдки виходить уже вiдома нам спектральна задача для y (x) (3.13), розв’я-
зок якої має вигляд

λn =
π2n2

l2
, yn = sin

πnx

l
,

i «супровiдне» у цiй задачi рiвняння для h:

ḣ = λh,

розв’язком якого є hn = e−
π2n2a2

l2
t. Тому в результатi отримаємо зображення

розв’язку диференцiального рiвняння (5.11) у виглядi

u (t, x) =
∞∑

n=1

cne
− π2n2a2

l2
t sin

πnx

l
.

Пiдставивши такий розв’язок у початковi умови, одержимо

ϕ (x) =
∞∑

n=1

Cn sin
πnx

l
,

звiдки Cn визначимо саме формулами Фур’є:

Cn =
2

l

l∫

0

ϕ (x) sin
πnx

l
dx. (5.12)

Залишилося з’ясувати зв’язок мiж отриманим зображенням розв’язку
у виглядi ряду й отриманим ранiше за допомогою формули Пуассона (5.7).
Для цього пiдставимо значення (5.12) у формулу для u (t, x). Одержимо

u (t, x) =
2

l

l∫

0

[ ∞∑

n=1

e−
π2n2a2

l2
t sin

πnx

l
sin

πnξ

l

]
ϕ (ξ) dξ. (5.13)
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Вираз аналогiчний формулi Пуассона: розв’язок подано iнтегралом вiд по-
чаткової умови, помноженим на деяке «ядро» — множник, що залежить вiд
t, x, s. Пiдiнтегральну функцiю

G(x, ξ, t) =
2

l

∞∑

n=1

e−
π2n2a2

l2
t sin

πnx

l
sin

πnξ

l
(5.14)

називають функцiєю миттєвого точкового джерела. Фiзичний змiст
функцiї G(x, ξ, t) полягає в тому, що вона як функцiя аргументу x являє
собою розподiл температури у стрижнi в момент часу t, якщо за t = 0 темпе-
ратура дорiвнювала нулю, i в цей момент у точцi x = ξ миттєво видiлилася
деяка кiлькiсть тепла Q, а на кiнцях стрижня постiйно пiдтримується ну-
льова температура. Щоправда, у формулi Пуассона iнтеграл був за всiєю
вiссю, а для задачi на вiдрiзку було потрiбно продовжувати початкову умову
непарним перiодичним способом. Приведемо це зображення до iнтеграла за
[0, l]. Для цього розiб’ємо вiсь на вiдрiзки довжиною l i на кожному вiдрiзку
замiнимо змiнну так, щоб iнтегрувальна функцiя виявилася рiвною ϕ (s):

u (t, x) =
1√
4πat

+∞∫

−∞

e−
(x−s)2

4a2t ϕ̃ (s) ds =
1√
4πat

∞∑

k=−∞

(2k+1)l∫

2kl

e−
(x−s)2

4a2t ϕ̃ (s) ds+

+
1√
4πat

∞∑

k=−∞

(2k+1)l∫

2kl

e−
(x−s)2

4a2t ϕ̃ (s) ds =
1√
4πat

∞∑

k=−∞

l∫

0

e−
(x−ξ−2kl)2

4a2t ϕ̃ (ξ + 2kl) dξ+

+
1√
4πat

∞∑

k=−∞

l∫

0

e−
(x−ξ−2(k+1)l)2

4a2t ϕ̃ (ξ + 2 (k + 1) l) dξ.

Скориставшись тим, що ϕ̃ ((ξ + 2k) l − ξ) = ϕ (ξ), i замiнивши у другiй
сумi k + 1 на k, одержимо

u (t, x) =
1√
4πat

l∫

0

[
+∞∑

k=−∞
e
− (x−ξ−2(k+1)l)2

4a2t − e−
(x+ξ−2kl)2

4a2t

]
ϕ (ξ) dξ. (5.15)

Тепер покажемо, що (5.13) i (5.15) — один i той самий розв’язок, тобто

2

l

∞∑

n=1

e
π2n2a2

l2
sin

πnx

l
sin

πns

l
=

1√
4πat

∞∑

k=−∞
e−

(x−s−2kl)2

4a2t − e−
(x+s−2kl)2

4a2t .
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На перший погляд, це зовсiм неочевидно: лiворуч i праворуч розташованi
зовсiм рiзнi вирази, однак помiтимо, що

2 sin
πnx

l
sin

πns

l
= cos

πn (x− s)

l
− cos

πn (x+ s)

l
,

тому рiвнiсть можна записати у простiшому виглядi:

1

l

∞∑

n=1

e−
π2n2a2

l2
t cos

πnξ

l
=

1√
4πat

∞∑

k=−∞
e−

(ξ−2kl)2

4a2t .

Для доведення цiєї рiвностi можемо скористатися вiдомим iз функцiонально-
го аналiзу фактом, що будь-якi двi неперервнi функцiї, якi мають однаковi ко-
ефiцiєнти Фур’є за тригонометричною системою, повиннi збiгатися. Оскiльки
й лiворуч, i праворуч розташованi парнi за ξ функцiї, достатньо помножити

обидвi частини на cos
πmξ

l
, проiнтегрувати та порiвняти результат. Лiворуч

одержимо

1

l

l∫

0

∞∑

n=1

e−
π2n2a2

l2
t cos

πnξ

l
cos

πmξ

l
dξ =

1

2
e−

π2n2a2

l2
t =

=
1√
4πa2t

l∫

0

∞∑

k=−∞
e−

(ξ−2kl)2

4a2
t cos

πmξ

l
dξ =

=
1√
4πa2t

∞∑

k=−∞

(2k+1)l∫

2kl

e−
ξ2

4a2
t cos

πmξ

l
dξ =

1

2

1√
4πa2t

∞∫

−∞

e−
ξ2

4a2
t cos

πmξ

l
dξ.

Ця формула, як чiтко видно, збiгається з формулою для розв’язку рiвняння

(5.1), що задовольняє умову u (0, x) =
1

2
cos

πms

l
. Таким розв’язком є, як

легко перевiрити, функцiя

u (t, x) =
1

2
e−

π2n2a2

l2
t cos

πms

l
.

Цей розв’язок обчислимо за x = 0. Отже, двi рiзнi функцiї (5.13) i (5.15)
виявилися збiжними, тому наведенi формули дають рiзнi зображення того
самого розв’язку.
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Приклад 15. Знайти розв’язок змiшаної задачi для рiвняння тепло-
провiдностi на вiдрiзку





ut = 16Uxx, 0 < x < 3, t > 0;

u (0, t) = u (3, t) = 0, u (x, 0) =

{
x2/3, 0 6 x 6 3/2,

3− x, 3/2 6 x 6 3.

Розв’язання. Шукатимемо розв’язки у виглядi

u (x, t) = X (x)T (t) . (5.16)

Пiдставивши (5.16) у вихiдне рiвняння й роздiливши змiннi, одержимо

X ′′ (x) + λ2X (x) = 0, Ṫ (t) + 16λ2T (t) = 0.

Для координатної функцiї матимемо

X (x) = C1 cos λx+ C2 sin λx, X (0) = X (3) = 0.

Пiдставивши крайовi умови, одержимо

X (0) = C1 = 0; X (3) = C2 sin 3λ = 0 ⇒ λ =
πk

3
.

Отже,

Xk (x) = sin
πk

3
x, k = 1, 2, . . . (5.17)

Аналогiчно для часової функцiї

Tk (t) = Ake
− 16π2k2

9 t. (5.18)

Iз (5.17) i (5.18) одержимо

u (x, t) =
∞∑

k=1

Ake
− 16π2k2

9 t sin
πk

3
x. (5.19)

Скористаємося початковою умовою, що залишилася:

u (x, 0) =
∞∑

k=1

Ak sin
πk

3
x =

{
x2/3, 0 6 x 6 3/2,

3− x, 3/2 6 x 6 3.
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Звiдси

Ak =
2

3



1

3

3/2∫

0

x2 sin
πk

3
xdx+

3∫

3/2

(3− x) sin
πk

3
xdx


 =

=

3

((
k2π2 + 8

)
cos

kπ

2
+ 8kπ sin

kπ

2
− 8

)

2k3π3
.

Остаточно

u (x, t) =
3

2π3

∞∑

k=1

(
k2π2 + 8

)
cos

kπ

2
+ 8kπ sin

kπ

2
− 8

k3
e−

16π2k2

9 t sin
πk

3
x.

Завдання для самостiйного виконання

Знайти розв’язки змiшаних задач для рiвнянь теплопровiдностi на вiдрiз-
ку:

5.7.

{
ut = 3uxx,

u(x, 0) = 2 sin 2πx, u(0, t) = 0, u(7, t) = 0.

5.8.

{
ut = 9uxx,

u(x, 0) = 2 sin 2πx+ 3 sin 3πx, u(0, t) = 0, u(1, t) = 0.

5.9.

{
ut = 3uxx,

u(x, 0) = 3 cos 3πx+ 4 cos 4πx, ux(0, t) = 0, ux(2, t) = 0.

Приклад 16. Знайти розв’язок змiшаної задачi для рiвняння тепло-
провiдностi у колi:

{
ut = 16∆u, 0 6 r < 5, t > 0;

u (r, 0) = 25− r2, u (5, t) = 0.

Розв’язання. Розглядатимемо рiвняння у полярних координатах. Оскiль-
ки анi коефiцiєнти рiвняння, анi крайовi умови не залежать вiд полярного ку-
та, то не залежить вiд нього i сам розв’язок. Шукатимемо розв’язок у виглядi

u (r, ϕ, t) ≡ U (r, t) = R (r)T (t) . (5.20)

Пiдставивши (5.20) у вихiдне рiвняння, матимемо

R′′ (r)

R (r)
+

1

r

R′ (r)

R (r)
=

1

16

Ṫ (t)

T (t)
,
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звiдки
rR′′ (r) +R′ (r) + λrR (r) = 0, (5.21-а)

Ṫ (t) + 16λT (t) = 0. (5.21-б)

Рiвняння (5.21-а) — окремий випадок рiвняння Бесселя, тому воно має роз-
в’язок

R (r) = C1J0

(√
λr

)
+ C2N0

(√
λr

)
,

де J0 i N0 — функцiї Бесселя й Неймана нульового порядку вiдповiдно (див.
роздiл 7.6.). Наклавши обмеження |R (0)| < ∞, одержимо умову C2 ≡ 0.

Крайова умова R (5) = 0 дає C1J0

(
5
√

λ
)
= 0, звiдки

λk =
ν2k
25

, k = 1, 2, . . . , (5.22)

де νk — k-й нуль функцiї Бесселя нульового порядку. Вiдповiдно,

Rk (r) = CkJ0

(
νk
r

5

)
. (5.23)

Перейдемо до знаходження часової функцiї. З урахуванням (5.22) (5.21-б)
запишемо у виглядi

Ṫk (t) +
16

25
νkTk (t) = 0,

звiдки
Tk (t) = Dke

− 16
25νkt. (5.24)

Поєднавши (5.20), (5.23) i (5.24), матимемо

u (r, t) =
∞∑

k=1

Ake
− 16

25νktJ0

(
νk
r

5

)
. (5.25)

Скористаємося початковою умовою:

U (r, 0) =
∞∑

k=1

AkJ0

(
νk
r

5

)
= 25− r2,

звiдки

Ak =
50

J2
1 (νk)

5∫

0

[
1−

(r
5

)2
]
J0

(
νk
r

5

) r

5
d
(r
5

)
=

100J2 (νk)

ν2kJ
2
1 (νk)

.

Остаточно

u (r, t) = 100
∞∑

k=1

J2 (νk)

ν2kJ
2
1 (νk)

e−
16
25νktJ0

(
νk
r

5

)
.
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Завдання для самостiйного виконання

Знайти розв’язок змiшаних задач для рiвняння теплопровiдностi у колi:

5.10.

{
ut = △u, 0 6 r < 7,

u(r, 0) = 49− r2, u(7, t) = 0.
5.11.

{
ut = 25△u, 0 6 r < 3,

u(r, 0) = 9− r2, u(3, t) = 0.

5.3. Метод Фур’є для неоднорiдних рiвнянь теплопровiдностi

Загальний випадок неоднорiдного рiвняння. Розглянемо в одно-
вимiрному випадку неоднорiдне рiвняння теплопровiдностi:

{
ut = a2uxx + f (t, x) , 0 6 x 6 l, t > 0;

u
∣∣
t=0

= u0 (x) , u (t, 0) = u (t, l) = 0.
(5.26)

Загальний розв’язок однорiдного рiвняння має вигляд

uoo =
∞∑

n=1

sin
πnx

l
Cne

− π2n2a2

l2
t. (5.27)

У найпростiшому випадку, якщо права частина дорiвнює

f (t, x) = sin
πmx

l
,

то розв’язок природно шукати у виглядi

u (t, x) = C sin
πmx

l
.

Пiдставивши цю функцiю в рiвняння теплопровiдностi, отримаємо

−a2C
π2m2

l2
sin

πmx

l
+ sin

πmx

l
= 0,

звiдки C =
a2l2

π2m2
.

Якщо ж права частина має вигляд

f (t, x) = f1 (t) sin
πm1x

l
+ . . .+ fk (t) sin

πmkx

l
, (5.28)

то можна скористатися принципом суперпозицiї, знайшовши розв’язок окре-
мо для кожного доданка правої частини i склавши їх разом.
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Якщо fj (t) в (5.28) — сталi, то це найпростiший випадок. Якщо пра-

ва частина має вигляд f (t) sin
πmx

l
, то розв’язок, звичайно, слiд шукати у

виглядi
u (t, x) = h (t) sin

πmx

l
.

Пiдставивши, наприклад, у рiвняння теплопровiдностi (5.26), одержимо

ḣ sin
πmx

l
= −a2h2π2m2

l2
sin

πmx

l
+ f (t) sin

πmx

l
,

звiдки

ḣ = −a2h2π2m2

l2
+ f (t) .

Отже, i у разi, якщо коефiцiєнт при синусi залежить вiд t, ми можемо
природно пiдiбрати розв’язки. Однак якщо f (t, x) не розвинена за синусами
a priori, то для знаходження fi (t) нам доведеться знову застосувати прийом

Фур’є — помножити f (t, x) на sin
πmjx

l
:

2

l

l∫

0

f (t, x) sin
πmjx

l
dx = fj (t) .

Помноживши на синус i проiнтегрувавши рiвняння цiлком, одержимо

2

l

l∫

0

ut sin
πmx

l
dx

︸ ︷︷ ︸
u̇m

=
2

l
a2

l∫

0

uxx sin
πmx

l
dx+

2

l

l∫

0

f (t, s) sin
πmx

l
dx

︸ ︷︷ ︸
fm(t)

, (5.29)

якщо позначити

2

l

l∫

0

u (t, x) sin
πmx

l
dx = um (t) . (5.30)

Проiнтегрувавши доданок з (5.29) частинами, одержимо

l∫

0

uxx sin
πmx

l
dx =

l∫

0

d (ux) sin
πmx

l
dx = ux sin

πmx

l

∣∣l
0
−πm

l

l∫

0

ux cos
πmx

l
dx =

= −πm

l

l∫

0

cos
πmx

l
du = −πmu

l
cos

πmx

l

∣∣l
0
−π2m2

l2

l∫

0

u sin
πmx

l
dx = −π2m2

l2
um (t) .
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Отже, рiвняння (5.29) набуде вигляду

u̇m = −π2m2

l2
a2um (t) + fm (t) , (5.31)

тобто, отримаємо такий самий результат, що й у разi «пiдстановки».
Частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння має вигляд

u
чн
=

∞∑

m=1

um,чн
(t) sin

πmx

l
,

де um,чн
(t) — частинний розв’язок рiвняння (5.31).

З урахуванням загального розв’язку однорiдного (5.27) загальний роз-
в’язок неоднорiдного рiвняння набуде вигляду

u
вiн
=

∞∑

m=1

(
Cme

− π2m2a2

l2
t + um,чн

)
sin

πmx

l
. (5.32)

Зауважимо, що в дужках розташований загальний розв’язок рiвняння (5.31).
Отже, знайшовши функцiї, на якi потрiбно множити, ми можемо не шукати
загальний розв’язок однорiдного рiвняння.

Якщо задано початкову умову u (0, x) = u0 (x), то (5.30) за t = 0 дасть
початкову умову для um (t):

um (0) =
2

l

l∫

0

u0 (x) sin
πmx

l
dx,

що дозволить знайти конкретнi функцiї um (t), а за ними — i вiдповiдний
розв’язок рiвняння теплопровiдностi.

Випадок неоднорiдних крайових умов. Якщо в задачi (5.26) зада-
но неоднорiднi крайовi умови

u (t, 0) = λ (t) , u (t, l) = µ (t) , (5.33)

то необхiдно позбутися неоднорiдностi, зобразивши u (t, x) як суму функцiй,
одна з яких задовольняє цi крайовi умови. Тодi для другої функцiї вони бу-
дуть нульовими. Наприклад,

u (t, x) = V (t, x) + λ (t)
l − x

l
+ µ (t)

x

l
,
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тодi V (t, 0) = V (t, l) = 0, а рiвняння задачi (5.26) набуде вигляду

Vt + λ̇
l − x

l
+ µ̇

x

l
= a2Vxx + f (t, x) .

Отже, задачу можна звести до задачi з однорiдними крайовими умовами




Vt = a2Vxx +

[
f (t, x)− λ̇

l − x

l
− µ̇

x

l

]
,

V
∣∣
t=0

= u0 (x)− λ (t)
l − x

l
− µ (t)

x

l
,

V
∣∣
x=0

= V
∣∣
x=l

= 0.

(5.34)

Приклад 17. Знайти розв’язок змiшаної задачi для рiвняння тепло-
провiдностi на вiдрiзку

{
ut = 9uxx, 0 < x < 2, t > 0;

u (0, t) = −1 u (2, t) = 5, u (x, 0) = 5 sin 2πx+ 3x− 1.

Розв’язання. Введемо нову функцiю w(x, t) = u(x, t)+γ1x+γ2. Доберемо
коефiцiєнти γ1, γ2 так, щоб рiвняння wt = 9wxx мало нульовi крайовi умови:
{
w(0, t) = −1 + γ1 · 0 + γ2 = 0

w(2, t) = 5 + γ1 · 2 + γ2 = 0
⇒ γ1 = −3, γ2 = 1 ⇒ w(x, t) = u(x, t)−3x+1.

Розв’язок однорiдної змiшаної задачi для функцiї w = w(x, t) з нульо-
вими крайовими умовами шукатимемо аналогiчно прикладу 15:





wt = 9wxx

w(x, 0) = 5 sin 2πx

w(0, t) = 0, w(2, t) = 0

⇒ w(x, t) = 5e−36π2t sin 2πx.

Отже, розв’язок вихiдної задачi набуде вигляду

u(x, t) = 5e−36π2t sin 2πx+ 3x− 1.

Приклад 18. Знайти розв’язок змiшаної задачi для рiвняння тепло-
провiдностi на вiдрiзку




ut =

1

4
uxx + 5 cos 2t sin 2x, 0 < x < π, t > 0;

u (0, t) = u (π, t) = 0, u (x, 0) = sin 4x.
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Розв’язання. Зобразимо розв’язок у виглядi суми двох функцiй u(x, t) =

v(x, t)+w(x, t), одна з яких задовольняє однорiдне рiвняння з неоднорiдними
початковими умовами, а iнша — неоднорiдне рiвняння з нульовими початко-
вими умовами:





vt =
1

4
vxx,

v(x, 0) = sin 4x,

v(0, t) = 0, v(π, t) = 0,





wt =
1

4
wxx + 5 cos 2t sin 2x,

w(x, 0) = 0,

w(0, t) = 0, w(π, t) = 0.

Функцiю v(x, t) знайдемо за аналогiєю iз прикладом 15:

v(x, t) = e−4t sin 4x.

Шукану функцiю w(x, t) зобразимо у виглядi

w(x, t) =
∑

n

wn(t)sin(nx).

Пiдставивши останню функцiю в рiвняння для w(x, t), отримаємо

∑

n

(
dwn

dt
+

n2

4
wn

)
sin(nx) = f(x, t) ⇒

∑

n

fn(t) sin(nx) = 5 cos 2t sin 2x,

∀n 6= 2 : fn = 0, f2 = 5 cos 2t.

dw2

dt
+ w2 = 5 cos 2t ⇒ w2 = Ce−t + cos 2t+ 2 sin 2t.

З урахуванням умови w2(0) = 0 одержимо, що w2 = −e−t + cos 2t + 2 sin 2t.
У результатi

w(x, t) =
(
−e−t + cos 2t+ 2 sin 2t

)
sin 2x.

Отже, розв’язок рiвняння набуде вигляду

u(x, t) = e−4t sin 4x+
(
−e−t + cos 2t+ 2 sin 2t

)
sin 2x.

Приклад 19. Знайти розв’язок змiшаної неоднорiдної задачi для рiв-
няння теплопровiдностi на вiдрiзку:




ut =

1

36
uxx + 5 sin 2t sin 6x, 0 < x < π, t > 0;

u (0, t) = π u (π, t) = 4π, u (x, 0) = sin 12x+ 3x+ π.
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Розв’язання. Аналогiчно розв’язку завдання 18, шукатимемо розв’язок
у виглядi суми двох функцiй: u(x, t) = v(x, t) + w(x, t).





vt =
1

36
vxx,

v(x, 0) = sin 12x+ 3x+ π,

v(0, t) = π, v(π, t) = 4π,





wt =
1

36
wxx + 5 sin 2t sin 6x,

w(x, 0) = 0,

w(0, t) = 0, w(π, t) = 0.

Щоб знайти функцiю v(x, t), перейдемо до нової функцiї g(x, t) = v(x, t)+

γ1x+ γ2, для якої крайовi умови дорiвнюватимуть нулю. Аналогiчно до при-
кладу 17 




gt =
1

36
gxx,

g(x, 0) = sin 12x,

g(0, t) = 0, g(π, t) = 0,

⇒ γ1 = −3, γ2 = −π.

Функцiю g(x, t) знайдемо за аналогiєю iз прикладом 15:

g(x, t) = e−4t sin 12x, ⇒ v(x, t) = e−4t sin 12x+ 3x+ π.

Функцiю w(x, t) знайдемо аналогiчно до прикладу 18:

w(x, t) =
(
2e−t + sin 2t− 2 cos 2t

)
sin 6x.

Остаточно розв’язок запропонованої задачi запишемо у виглядi

u(x, t) = e−4t sin 12x+ 3x+ π +
(
2e−t + sin 2t− 2 cos 2t

)
sin 6x.

Приклад 20. Знайти розв’язок змiшаної неоднорiдної задачi для рiв-
няння теплопровiдностi на вiдрiзку

{
ut − uxx + 2ux − U = ex sin x− t, 0 < x < π, t > 0;

u (0, t) = u (π, t) = 1 + t, u (x, 0) = 1 + ex sin 2x.

Розв’язання. Здiйснивши замiну u(x, t) = g(x, t) + 1 + t, отримаємо
задачу вигляду

{
gt − gxx + 2gx − g = ex sin x;

g(0, t) = g(π, t) = 0, g(x, 0) = ex sin 2x.
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Якщо провести замiну g(x, t) = v(x, t)+w(x), то задача розпадеться на
двi системи:





vt − vxx + 2vx − v = 0,

v(x, 0) = ex sin 2x− w(x),

v(0, t) = v(π, t) = 0,

{
−wxx + 2wx − w = ex sin x,

w(0) = w(π) = 0.

Розв’язком другої системи буде функцiя w(x) = ex sin x. Пiдставимо її
у першу систему:

{
vt − vxx + 2vx − v = 0,

v(x, 0) = ex sin 2x− ex sin x v(0, t) = v(π, t) = 0.

Знайдемо розв’язок для функцiї v, роздiливши змiннi v(x, t) = R(x)T (t):

RT ′ −R′′ + 2R′ −RT = 0,

T ′

T
=

R′′ − 2R′ +R

R
= −λ2 ⇒

{
T ′ + λ2T = 0,

R′′ − 2R′ +
(
1 + λ2

)
R = 0.

Розв’язки цих диференцiальних рiвнянь у загальному випадку матимуть вигляд
{
T (t) = Ce−λ2t,

R(x) = ex (A cos λx+B sin λx) ,

v(x, t) = e−λ2tex (Ak cos λx+Bk sin λx) , Ak = AC,Bk = BC.

Застосуємо крайовi умови:

v(0, t) = e−λ2tAk = 0 ⇒ Ak = 0,

v(π, t) = e−λ2teπBk sin λπ = 0 ⇒ λ = k,

v(x, t) =
∞∑

k=0

e−k2texBk sin kx.

Скористаємося початковою умовою

v(x, 0) =
∞∑

k=0

exBk sin kx = ex sin 2x− ex sin x.

∀k 6= 1, k 6= 2 : Bk = 0, B1 = −1, B2 = 1. У результатi отримаємо функ-
цiю v(x, t) = ex−4t sin 2x− ex−t sin x. Вiдтак повернемося до попереднiх замiн.
Остаточно розв’язок вихiдної задачi набуде вигляду

u(x, t) = ex−4t sin 2x− ex−t sin x+ ex sin x+ 1 + t.
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Завдання для самостiйного виконання

Знайти розв’язки змiшаних неоднорiдних задач для рiвняння теплопро-
вiдностi на вiдрiзку

5.12.

{
ut = 7uxx,

u(x, 0) = 7 sin 2πx− 3 + 4x, u(0, t) = −3, u(1, t) = 1.

5.13.

{
ut = 8uxx,

u(x, 0) = 6 sin 3πx+ 2− 3x, u(0, t) = 2, u(3, t) = −7.

5.14.




ut =

1

16
uxx + 10 cos 3t sin 4x,

u(x, 0) = 3 sin 16x, u(0, t) = 0, u(π, t) = 0.

5.15.




ut =

1

9
uxx + 10 sin 3t sin 3x,

u(x, 0) = 3 sin 12x+ 2π − x, u(0, t) = 2π, u(π, t) = π.

5.16.

{
ut − uxx + 2ux − u = ex sin x− t,

u(x, 0) = 1 + ex sin(2x), u(0, t) = u(π, t) = 1 + t.

6. Рiвняння для стацiонарних розв’язкiв динамiчних

задач

6.1. Рiвняння Пуассона

Розглянемо рiвняння Пуассона

−∆u = f (x, y, z) (6.1)

i простежимо його зв’язок з «еволюцiйними» рiвняннями

ut = a2∆u+ f (t, x, y, z) i utt = a2∆u+ f (t, x, y, z) . (6.2)

Основна iдея полягає в тому, що розв’язок рiвняння Пуассона (6.1) можна iн-
терпретувати як стацiонарний розв’язок рiвнянь (6.2) у разi, якщо f (t, x, y, z)

не залежить вiд t:

ut = a2∆u+ f (x, y, z) , utt = a2∆u+ f (x, y, z) .

Розв’язки еволюцiйних рiвнянь можна знайти методом роздiлення змiнних
u (t, x, y, z) = h (t) v (x, y, z). Пiдставивши в рiвняння (6.2), одержимо

ḣ = a2λh або ḧ = a2λh
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i спектральну задачу ∆v = λv, яку зазвичай розглядають в областi з крайо-
вими умовами (прямокутник, куля). У прямокутнику можна роздiлити змiннi
й далi:

v (x, y, z) = a (x) b (y) c (z) .

У кулi це потребує спецiальних замiн змiнних, у бiльш загальнiй областi по-
дальше роздiлення змiнних взагалi важке, але в кожному випадку розв’язок
подають у виглядi

u (t, x, y, z) =
∑

k

hk (t) vk (x, y, z) ,

де vk (x, y, z) — власнi функцiї спектральної задачi ∆vk = λkvk.
Пiдставивши у будь-яке рiвняння (6.2) стацiонарний розв’язок u (x, y, z),

що лiквiдує похiднi за t, помноживши його на власну функцiю та проiнтегру-
вавши, одержимо ∫

Ω

−∆uvk dΩ =

∫

Ω

fvk dΩ.

Перетворивши за формулою Остроградського–Гаусса лiву частину, отримає-
мо

−
∫

∂Ω

∇uvk dΓ

︸ ︷︷ ︸
=0

−
∫

∂Ω

∇vku dΓ

︸ ︷︷ ︸
=0

+

∫

Ω

∆vku dΩ =

∫

Ω

fvk dΩ,

звiдки з огляду на ∆vk = λkvk

u =
∞∑

k=1

∫

Ω

fvk dΩ · vk

λk
. (6.3)

Отже, ми одержали розвинення розв’язку рiвняння Пуассона (6.1) за
власними функцiями оператора Лапласа.

6.2. Метод роздiлення змiнних у випадку двовимiрного рiв-

няння Лапласа

В областi Ω ⊂ R
n розглянемо рiвняння

ut = ∆u або utt = ∆u. (6.4)

Рiвняння Лапласа й Пуассона не потребують задання початкових умов,
а типовими крайовими умовами у разi обмеженої областi Ω є крайова умова:
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умова Дiрiхле (умова першого роду):

u|∂Ω = ϕ; (6.5)

умова Неймана (умова другого роду):

∂u

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= ϕ; (6.6)

третя крайова умова (умова третього роду):
(
∂u

∂n
+ γu

)∣∣∣∣
∂Ω

= ϕ, (6.7)

де γ, ϕ — функцiї, заданi на ∂Ω.
Розв’язок запишемо у виглядi

u (t, x) = h (t) v (x) , x ∈ Ω. (6.8)

Пiдставивши його у перше рiвняння (6.4) (для хвильового рiвняння анало-
гiчно), одержимо рiвнiсть

ḣv = h∆v.

Звiдси отримаємо спектральну задачу

∆v = λv, (6.9)

наприклад, з умовою Дiрiхле v |∂Ω = 0, i рiвняння

ḣ = λh.

Подальше роздiлення змiнних уже залежатиме вiд типу областi.

6.2.1. Роздiлення змiнних у прямокутнику

Розглянемо випадок двох просторових змiнних (x i y) i область Ω у
виглядi прямокутника:

0 6 x 6 α, 0 6 y 6 β.

Тодi розв’язок v = v (x, y) спектральної задачi (6.9) шукатимемо у виглядi
добутку

v (x, y) = a (x) b (y) , (6.10)
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що приводить до рiвностi

a′′ (x) b (y) + a (x) b′′ (y) = λa (x) b (y) ⇒ a′′ (x)

a (x)
+

b′′ (y)

b (y)
= λ.

Iз неї випливає, що перший i другий доданки в лiвiй частинi є сталi величини,
тобто

a′′ (x) = µa (x) , b′′ (y) = κb (y) ,

i при цьому λ = µ + κ.
Якщо на межi прямокутника задано умову Дiрiхле (6.5)

u |x=0 = u |x=α = u |y=0 = u |y=β = 0,

то пiдставивши у неї v (x, y), отримаємо

a (0) = a (α) = 0, b (0) = b (β) = 0.

У такий спосiб одержимо для a i b спектральнi задачi, розв’язки яких вiдомi:

an (x) = sin
πnx

α
, µn =

π2n2

α2
, bm (y) = sin

πny

β
, κn =

π2m2

β2
.

Отже (тут зручно нумерувати двома iндексами: n i m),

vnm (x, y) = sin
πnx

α
sin

πny

β
, λnm = π2

(
n2

α2
+

m2

β2

)

i в результатi

u (t, x, y) =
∞∑

n,m=1

sin
πnx

α
sin

πny

β
Cn,me

−π
(

n2

α2
+m2

β2

)
t
. (6.11)

6.2.2. Роздiлення змiнних у колi

Одразу роздiлити змiннi для задачi в колi не вдається. Тобто можна
зобразити u (t, x, y) = h (t) v (x, y), але для v (x, y) зображення (6.10) неза-
стосовне, тому що пiдстановка цiєї функцiї, наприклад, в умову Дiрiхле на
колi x2 + y2 = 1 дасть h (t) a (x) b (y) = 0, звiдки або a ≡ 0, або b ≡ 0. Тому
нетривiальних розв’язкiв типу v (x, y) = a (x) b (y) не iснує.

Необхiдно перейти до полярних координат, у яких коло має вигляд

0 6 r 6 R, 0 6 ϕ < 2π,
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тобто являє собою прямокутник. З’ясуємо, як перетвориться в цих координа-
тах оператор Лапласа ∆u. Перехiд до полярних координат визначимо фор-
мулами

x = r cos ϕ, y = r sin ϕ,

обернений перехiд — формулами

r =
√

x2 + y2, ϕ = arctg
y

x
.

Тому в полярних координатах похiднi матимуть вигляд

ux = urrx + uϕϕx,

де

rx =
x√

x2 + y2
=

x

r
, ϕx =

1

1 + y2

x2

(
− y

x2

)
= − y

x2 + y2
= − y

r2
,

звiдки

ux = x

(
1

r
ur

)
− y

(
1

r2
uϕ

)
;

uxx =
1

r
ur + x

(
1

r
ur

)

r

x

r
− x

(
1

r
ur

)

ϕ

y

r2
− y

(
1

r2
uϕ

)

r

x

r
+ y

(
1

r2
uϕ

)

ϕ

y

r2
.

Аналогiчно
uy = urry + uϕϕy,

де

ry =
y√

x2 + y2
=

y

r
, ϕy =

1

1 + y2

x2

(
1

x

)
=

x

x2 + y2
= − x

r2
,

uy = y

(
1

r
ur

)
− x

(
1

r2
uϕ

)
;

uyy =
1

r
ur + y

(
1

r
ur

)

r

y

r
+ y

(
1

r
ur

)

ϕ

x

r2
+ x

(
1

r2
uϕ

)

r

y

r
+ y

(
1

r2
uϕ

)

ϕ

x

r2
.

Отже, оператор Лапласа в полярних координатах має вигляд

∆u =
2

r
ur + r

(
1

r
ur

)

r

+
1

r2
uϕϕ =

2

r
ur + r

(
− 1

r2
ur +

1

r
urr

)
+

1

r2
uϕϕ =

= urr +
1

r
ur +

1

r2
uϕϕ (6.12)
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i рiвняння Лапласа в колi набуває форми



urr +

1

r
ur +

1

r2
uϕϕ = 0, r ∈ [0, R] , ϕ ∈ [0, 2π] ,

u |r=R = g (ϕ) .
(6.13)

Шукатимемо розв’язок у виглядi функцiї u (r, ϕ) = v (r) q (ϕ). Пiдста-
вивши її в рiвняння (6.13), одержимо

v′′q +
1

r
v′q +

1

r2
vq′′ = 0,

звiдки пiсля дiлення на v i q отримаємо

v′′ + 1
rv

′

v
+

1

r2
q′′

q
= 0.

У другому доданку q залежить тiльки вiд ϕ, тому помножимо рiвняння
на r2, одержавши

r2
v′′ + 1

rv
′

v
+

q′′

q
= 0.

Тепер ми, як i ранiше, маємо два доданки, що залежать вiд рiзних змiнних
— це дає нам два рiвняння:

q′′ = λq, r2
(
v′′ +

1

r
v′
)

= −λv. (6.14)

Специфiка кола полягає в тому, що ϕ = 0 i ϕ = 2π — це одна й та сама
точка, тому для функцiї q (ϕ) повиннi виконуватись умови перiодичностi

q (0) = q (2π) , q′ (0) = q′ (2π) .

Цi умови визначають власнi значення першої задачi (6.14):

λn = −n2, qn = An cosnϕ +B sinnϕ.

Друге рiвняння (6.14) за цих значень λ набуде вигляду

v′′ +
1

r
v′ =

n2

r2
v,

або пiсля множення на r2:

r2v′′ + rv′ − n2v = 0, (6.15)
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одержимо рiвняння Ейлера. Для нього iснує характеристичне рiвняння

µ (µ − 1) + µ − n2 = 0, µ = ±n,

i розв’язок вигляду y = C1x
n+C2x

−n. Отже, розв’язок рiвняння (6.15) набуде
вигляду

v (r) = C1r
n + C2r

−n,

а розв’язок задачi (6.13) —

u (r, ϕ) = v (r) q (ϕ) .

З огляду на припущення про неперервнiсть розв’язку i його диферен-
цiйовнiсть у колi (у тому числi й у центрi, де r = 0) доданки C2r

−n ми не
розглядатимемо. Такий «вибiр» стосується тiльки даної задачi. Тi самi до-
данки C2r

−n мають принципове значення у зовнiшнiх задачах (коли рiвняння
∆u = 0 задано поза колом) — C1r

n там не враховують, оскiльки передбачено,
що на нескiнченностi v (r) → 0.

Обидва доданки враховують у кiльцi (коли рiвняння ∆u = 0 задано в
кiльцi r0 6 r 6 r1). У цих задачах стосовно малого кола розглядають нiби
зовнiшню задачу, а стосовно великого — внутрiшню.

Отже, розв’язок рiвняння розглянутої задачi зобразимо у виглядi

u (r, ϕ) =
∞∑

n=1

rn (An cosnϕ +B sinnϕ) +
1

2
A0. (6.16)

У разi λ = 0 єдиним перiодичним розв’язком рiвняння q′′ = 0 є константа.
Пiдставивши (6.16) в крайову умову, отримаємо

u (R, ϕ) =
∞∑

n=1

Rn (An cosnϕ +B sinnϕ) +
1

2
A0 = h (ϕ) .

Ми знову одержали задачу розвинення функцiї h (ϕ) в ряд Фур’є. Уведемо її
в канонiчнiй формi, об’єднавши Rn з коефiцiєнтами An, Bn:

An =
Ãn

Rn
, Bn =

B̃n

Rn
.

Тодi розв’язок (6.16) подамо у виглядi

u (r, ϕ) =
∞∑

n=1

( r

R

)n (
Ãn cosnϕ + B̃ sinnϕ

)
+

1

2
A0, (6.17)
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а

u (R, ϕ) =
∞∑

n=1

(
Ãn cosnϕ + B̃ sinnϕ

)
+

1

2
A0 = g (ϕ)

є не що iнше, як точне розвинення g (ϕ) в ряд Фур’є, коефiцiєнти Ãn i B̃n у
якому визначуванi формулами

Ãn =
1

π

2π∫

0

g (ϕ) cosnϕ dϕ, B̃n =
1

π

2π∫

0

g (ϕ) sinnϕ dϕ.

Пiдставивши значення цих коефiцiєнтiв у вираз (6.17), одержимо

u (r, ϕ) =
1

π

2π∫

0

g (ψ)

(
1

2
+

∞∑

n=1

( r

R

)n

cosn (ϕ − ψ)

}
dψ.

Скориставшися формулою Ейлера
(
cos ϕ = Re

(
eiϕ

))
, запишемо ряд у

дужках у виглядi геометричної прогресiї:

1

2
+

∞∑

n=1

( r

R

)n

cos ϕ = Re

[
1

2
+

∞∑

n=1

( r

R

)n

einϕ

]
= Re

[
1

2
+

∞∑

n=1

zn

]
,

де z =
r

R
eiϕ. Умову |z| < 1 вважають виконаною, коли r < R. За цiєї умови

збiжностi її пiдсумовування дає

Re

[
1

2
+

z

1− z

]
=

R2 − r2

2 (R2 + r2 − 2rR cos ϕ)
.

Отже, розв’язок задачi Дiрiхле матиме вигляд формули

u (r, ϕ) =
1

2π

2π∫

0

(
R2 − r2

)
g (ψ)

R2 + r2 − 2rR cos (ϕ − ψ)
dψ, (6.18)

яку називають формулою Пуассона. Досить примiтно, що вона явна i скiн-
ченна, але отримана з нескiнченного розвинення, яке вдалося пiдсумувати.

Завдання для самостiйного виконання

Знайти розв’язок рiвняння Лапласа △u = 0 в полярнiй системi коор-
динати (α < 2π) у круговому секторi 0 6 r < 1, 0 < ϕ < α, на межi якого
шукана функцiя u(r, ϕ) задовольняє такi умови:
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6.1.u(1, ϕ) = sin 6ϕ, u(r, 0) = u
(
r,

π

3

)
= 0.

6.2.u(1, ϕ) = 2 cos 2ϕ, uϕ(r, 0) = uϕ(r, π) = 0.

6.3.u(1, ϕ) = 3 cos 15ϕ, uϕ(r, 0) = uϕ

(
r,

π

6

)
= 0.

6.4.u(1, ϕ) = sin ϕ + cos 2ϕ, u(r, 0) = u
(
r,

π

4

)
= 0.

6.5.u(1, ϕ) = 3 sin 2ϕ − 3 cos 2ϕ, uϕ(r, 0) = uϕ

(
r,
3π

4

)
= 0.

Приклад 21. Розв’язати задачу Дiрiхле для рiвняння Лапласа в колi:
{
∆u = 0, 0 6 r < 1,

u |r=1 = ϕ2 + ϕ + 1.

Розв’язання. Перейдемо до сферичних координат. Iз урахуванням ви-
разу лапласiана (6.12) запишемо вихiдне рiвняння у виглядi

urr +
1

r
ur +

1

r2
uϕϕ = 0. (6.19)

Шукатимемо розв’язок у виглядi

u (r, ϕ) = R (r) Φ (ϕ) . (6.20)

Пiдставивши (6.20) у (6.19) i роздiливши змiннi, матимемо

r2R′′ (r)

R (r)
+

rR′ (r)

R (r)
+

Φ′′ (ϕ)

Φ (ϕ)
= 0,

звiдки

r2R′′ (r) + rR′ (r)− λR (r) = 0, |R (0)| < ∞, (6.21-а)

Φ′′ (ϕ) + λΦ (ϕ) = 0, Φ (ϕ + 2π) = Φ (ϕ) . (6.21-б)

Рiвняння (6.21-б) для кутової функцiї має загальний розв’язок:

Φ (ϕ) =

{
A01 + A02ϕ, λ = 0;

A1 cos
√

λϕ + A2 sin
√

λϕ.

Наклавши умову перiодичностi, одержимо




A02 = 0,

λ = n2, n = 1, 2, . . . ,

Φn (ϕ) = An1 cosnϕ + An2 sinnϕ.

(6.22)
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Загальний розв’язок для радiальної функцiї має вигляд

R (r) = B1r
n +B2r

−n.

Вимога обмеженостi R (r) в нулi приводить до умови B2 ≡ 0. Тодi

Rn (r) = Bnr
n. (6.23)

Поєднавши (6.20), (6.22) i (6.23), знайдемо

u (r, ϕ) = C0 +
∞∑

n=1

rn (Cn1 cosnϕ + Cn2 sinnϕ) ,

де C0 = A01, Cn1 = An1Bn, Cn2 = An2Bn.
Скористаємося початковою умовою:

u (1, ϕ) = C0 +
∞∑

n=1

Cn1 cosnϕ + Cn2 sinnϕ = ϕ2 + ϕ + 1,

звiдки

C0 =
1

2π

2π∫

0

(
ϕ2 + ϕ + 1

)
dϕ =

4

3
π2+π+1; Cn1 =

1

π

2π∫

0

(
ϕ2 + ϕ + 1

)
cosnϕ dϕ =

4

n2
;

Cn2 =
1

π

2π∫

0

(
ϕ2 + ϕ + 1

)
sinnϕ dϕ = −2 (2π + 1)

n
.

Отже, остаточно

u (r, ϕ) =
4

3
π2 + π + 1 + 2

∞∑

n=1

rn

n

(
2

n
cosnϕ − (2π + 1) sinnϕ

)
.

Завдання для самостiйного виконання

У полярнiй системi координат розв’язати задачу Дiрiхле для рiвняння
Лапласа △u = 0 у колi 0 6 r < 1, 0 6 ϕ < 2π, на межi якого шукана функцiя
u(r, ϕ) задовольняє такi умови:

6.6.u(1, ϕ) = 31 cos 8ϕ + 32 sin 9ϕ.

6.7.u(1, ϕ) = 27 cos 4ϕ + 26 sin 3ϕ.

6.8.u(1, ϕ) = ϕ − cos ϕ + 2 sin ϕ.

6.9.u(1, ϕ) = ϕ2 + sin 6ϕ.

6.10.u(1, ϕ) = 2ϕ2 − ϕ + 3 cos 7ϕ.

6.11.u(1, ϕ) = ϕ3 − 2 sin 8ϕ.
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Приклад 22. Розв’язати крайову задачу для рiвняння Пуассона в кiль-
цi: 



uxx + uyy =

x2 − y2√
x2 + y2

, 1 6 r 6 2;

u |r=1 = 0, ur|r=2 = 0.

Розв’язання. Перейдемо до полярної системи координат. Тодi вихiдне
рiвняння з урахуванням виразу для лапласiана (6.12) набуде вигляду

urr +
1

r
ur +

1

r2
uϕϕ = r cos 2ϕ. (6.24)

Шукатимемо розв’язок у виглядi

u (r, ϕ) = ũ (r, ϕ) + V (r, ϕ) , (6.25)

де ũ (r, ϕ) — загальний розв’язок однорiдного рiвняння ∆u = 0, а V (r, ϕ) —
частинний розв’язок (6.25). Нова система рiвнянь має вигляд

{
∆V = r cos 2ϕ, ũ |r=1 = − V |r=1 ,

∆ũ = 0, ũr |r=2 = − Vr|r=2 .

Запишемо (6.24) для функцiї V (r, ϕ):

r2Vrr + rVr + Vϕϕ = r3 cos 2ϕ. (6.26)

Шукатимемо розв’язок у виглядi

V (r, ϕ) = R0 (r) · Φ0 (ϕ) . (6.27)

Пiдставивши (6.27) в (6.26) i роздiливши змiннi, матимемо

r2R′′
0 (r)

R0 (r)
+

rR′
0 (r)

R0 (r)
+

Φ′′
0 (ϕ)

Φ0 (ϕ)
=

r3

R0 (r)

cos 2ϕ

Φ0 (ϕ)
.

У лiвiй частинi розташована безрозмiрна величина. Для надання безрозмiр-
ностi i правiй частинi необхiдно, щоб виконувалася рiвнiсть

R0 (r) · Φ0 (ϕ) = V (r, ϕ) = αr3 cos 2ϕ, α = const. (6.28)

Пiдставивши (6.28) в (6.26), знайдемо, що α =
1

5
, тобто

V (r, ϕ) =
1

5
r3 cos 2ϕ. (6.29)
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Тепер перейдемо до знаходження функцiї ũ (r, ϕ). З урахуванням (6.29)
вiдповiдна система матиме вигляд





ũrr +
1

r
ũr +

1

r2
ũϕϕ = 0,

ũ |r=1 = −1

5
cos 2ϕ, ũr |r=2 = −12

5
cos 2ϕ.

(6.30)

Шукатимемо розв’язок у виглядi

ũ (r, ϕ) = R (r) · Φ (ϕ) . (6.31)

Пiдставивши (6.31) у перше рiвняння з (6.30), матимемо

r2R′′ (r)

R (r)
+

rR′ (r)

R (r)
= −Φ′′ (ϕ)

Φ (ϕ)
= λ.

У такий спосiб одержимо систему
{
Φ′′ (ϕ) + λΦ (ϕ) = 0, Φ (ϕ + 2π) = Φ (ϕ) ,

r2R′′ (r) + rR′ (r)− λR (r) = 0.

Для Φ-функцiї загальний розв’язок матиме вигляд

Φ (ϕ) = C1 cos
√

λϕ + C2 sin
√

λϕ.

З урахуванням вимоги перiодичностi

λ = n2, n = 0, 1, 2, . . . (6.32)

i остаточно
Φn (ϕ) = Cn1 cosnϕ + Cn2 sinnϕ. (6.33)

Перейдемо до рiвняння для R-функцiї. Замiною r = et приведемо його
до вигляду

R′′ (t)− λR (t) = 0,

звiдки з урахуванням (6.32)

Rn (r) =

{
D01 +D02 ln r, n = 0;

Dn1r
n +Dn2r

−n, n 6= 0.
(6.34)

Поєднавши (6.31), (6.33) i (6.34), знайдемо
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ũ (r, ϕ) = A0 +B0 ln r +
∞∑

n=1

(
An1r

n + An2r
−n

)
cosnϕ+

+
∞∑

n=1

(
Bn1r

n +Bn2r
−n

)
sinnϕ, (6.35)

де A0 = C01D01, B0 = C01D02, An1 = Cn1Dn1, An2 = Cn1Dn2, Bn1 = Cn2Dn1,
Bn2 = Cn2Dn2.

Скористаємося крайовими умовами:

ũ (1, ϕ) = A0 +
∞∑

n=1

(An1 + An2) cosnϕ + (Bn1 +Bn2) sinnϕ = −1

5
cos 2ϕ.

Звiдси 



A0 = 0;

An1 + An2 =

{
−1

5 , n = 2,

0, n 6= 2;

Bn1 +Bn2 ≡ 0.

ũr|r=2 =
B0

2
+

1

2

∞∑

n=1

n
(
An12

n − An22
−n

)
cosnϕ+

+
1

2

∞∑

n=1

n
(
Bn12

n − Bn22
−n

)
sinnϕ = −12

5
cos 2ϕ.

Звiдси




An12
n − An22

−n = −24

5n
⇒ 4An1 −

An2

4
= −12

5
, n = 2,

An12
n − An22

−n = 0, n 6= 2,

B0 = 0,

Bn12
n − Bn22

−n ≡ 0.

У такий спосiб отримаємо три системи лiнiйних рiвнянь.

1. У разi n = 2:




A21 + A22 = −1

5
,

4A21 −
A22

4
= −12

5
;

звiдки





A21 = −49

85
,

A22 =
32

85
.
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2. У разi n 6= 2:
{
An1 + An2 = 0,

An1r
n + An2r

−n = 0;
звiдки

{
An1 ≡ 0,

An2 ≡ 0.

3. У разi довiльного n:
{
Bn1 +Bn1 = 0,

Bn1r
n +Bn2r

−n = 0;
звiдки

{
Bn1 ≡ 0,

Bn2 ≡ 0.

Пiдставивши отриманi результати в (6.35), одержимо

ũ (r, ϕ) = − 1

85

(
49r2 − 32r−2

)
cos 2ϕ. (6.36)

Остаточно з (6.25), (6.29) i (6.36) матимемо

u (r, ϕ) =

(
1

5
r3 − 49

85
r2 +

32

85
r−2

)
cos 2ϕ.

Завдання для самостiйного виконання

Розв’язати крайову задачу для рiвняння Пуассона в кiльцi:

6.12.




uxx + uyy =

x2 − y2√
x2 + y2

, 1 6 r 6 2;

u |r=1 = 1, ur|r=2 = 0.

6.13.




uxx + uyy =

x2 − y2√
x2 + y2

, 1 6 r 6 2;

u |r=1 = 0, ur|r=2 = 1.

6.14.





uxx + uyy =
x2 − y2√
x2 + y2

,
1

2
6 r 6 1;

u |r= 1
2
= 0, ur|r=1 = 1.

6.15.





uxx + uyy =
x2 − y2√
x2 + y2

,
1

2
6 r 6 1;

u |r= 1
2
= 2x,

∂u

∂n

∣∣∣∣
r=1

= x+ 1.

6.16.




uxx + uyy =

x2 − y2√
x2 + y2

, 1 6 r 6 3;

u |r=1 = y, ur|r=3 = 3y.
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6.3. Метод роздiлення змiнних для рiвняння Лапласа в кулi

Розглянемо рiвняння Лапласа в кулi BR радiуса R:
{
uxx + uyy + uzz = 0,

x2 + y2 + z2 6 R2.
(6.37)

Для роздiлення змiнних перейдемо до системи координат, де куля має вигляд
паралелепiпеда, тобто до сферичної системи:





x = r cos θ,

y = r sin θ cos ϕ,

z = r sin θ sin ϕ.

⇔





r =
√
x2 + y2 + z2,

θ = arctg

√
y2+z2

x ,

ϕ = arctg
z

y
.

Вiдтак крайова умова набуде вигляду

u |∂BR
= g (θ, ϕ) .

Тепер з’ясуємо, як перетвориться рiвняння Лапласа у разi переходу до
сферичної системи координат:

rx =
x

r
, ry =

y

r
, rz =

z

r
,

θx = −
√

y2 + z2

r2
, θy =

xy

r2
√
y2 + z2

, θz =
xz

r2
√
y2 + z2

,

ϕx = 0, ϕy = − z

y2 + z2
, ϕz =

y

y2 + z2
.

∆u = urr (∇r)2 + uθθ (∇θ)2 + uϕϕ (∇ϕ)2+

+ 2urθ (∇r∇θ) + 2urϕ (∇r∇ϕ) + 2uθϕ (∇θ∇ϕ) + ur∆r + uθ∆θ + uϕ∆ϕ,

Вдаючись до формул

rxx =
1

r
− x2

r3
, ryy =

1

r
− y2

r3
, rzz =

1

r
− z2

r3
;

θxx =
2x

√
y2 + z2

r4
,

θyy =
x

r2
√
y2 + z2

− 1

2

y2x2

r2
(√

y2 + z2
)3 −

2y2x

r4
√
y2 + z2

,
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θzz =
x

r2
√
y2 + z2

− 1

2

z2x2

r2
(√

y2 + z2
)3 −

2z2x

r4
√
y2 + z2

;

ϕxx = 0, ϕyy =
2zy

(y2 + z2)2
, ϕzz = − 2zy

(y2 + z2)2
,

отримаємо

∆r =
2

r
, ∆θ =

x

r2
√

y2 + z2
=

cos θ

r2 sin θ
, ∆ϕ = 0,

(∇r)2 = 1, (∇θ)2 =
1

r2
, (∇ϕ)2 =

1

r2 sin2 θ
,

(∇r,∇θ) = (∇r,∇ϕ) = (∇θ,∇ϕ) = 0.

Отже, у сферичних координатах тривимiрний оператор Лапласа матиме
вигляд 



∆u = urr +

2

r
ur +

1

r2
uθθ +

cos θ

r2 sin θ
uθ +

1

r2 sin2 θ
uϕϕ,

0 6 r 6 R, 0 6 θ 6 π, 0 6 ϕ 6 2π.
(6.38)

Зобразимо розв’язок задачi (6.37) у виглядi

u (r, θ, ϕ) = v (r)h (θ, ϕ) ,

тодi з урахуванням (6.38) вихiдне рiвняння набуде вигляду

r2
v′′ +

2

r
v′

v
+

hθθ

h
+

cos θhθ

sin θh
+

hϕϕ

sin2 θh
= 0.

Ми отримали два рiвняння: для функцiї v (r) — рiвняння Ейлера (6.15):

r2v′′ + 2rv′ = λv,

розв’язок якого має вигляд v = r−
1
2±
√

λ+ 1
4 , а для функцiї h (θ, ϕ) — рiвняння

hθθ +
cos θhθ

sin θ
+

hϕϕ

sin2 θ
= −λh.

Останнє рiвняння зазвичай переписують у бiльш компактнiй формi:

1

sin θ
(sin θhθ)θ +

hϕϕ

sin2 θ
= −λh (6.39)
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i називають рiвнянням Лапласа–Бельтрамi. Це рiвняння як «проєкцiя»
на поверхнi сфери рiвняння Лапласа становить i самостiйний iнтерес як окре-
мий випадок диференцiальних рiвнянь на багатовидi. Зазвичай це рiвняння
супроводжують такi умови перiодичностi:

h (θ, 0) = h (θ, 2π) , hϕ (θ, 0) = hϕ (θ, 2π) , h (0, ϕ1) = h (0, ϕ2) , ∀ϕ1, ϕ2,

h (0, ϕ) = 0, h (π, ϕ1) = h (ρ, ϕ2) , h (π, ϕ) = 0.

Розв’язки рiвняння Лапласа–Бельтрамi називають сферичними гар-

монiками Y m
k (θ, ϕ) (див. роздiл 7.8.), вони мають таке саме значення для

сфери, що i синуси та косинуси для кола. Ортогональнiсть сферичних гар-
монiк дозволяє зобразити розв’язок рiвняння Лапласа (6.37) у виглядi ряду

u (x, y, z) =
∞∑

k=0

rkCkmY
m
k (θ, ϕ) , (6.40)

де

Ckm =

∫

S

g (θ, ϕ)Y m
k (θ, ϕ) dθdϕ.

Приклад 23. Розв’язати задачу для рiвняння Пуассона в кульовому
шарi: {

uxx + uyy + uzz = xz, 1 < r < 2;

u |r=1 = 0, ur|r=2 = 0.

Розв’язання. Шукатимемо розв’язок у виглядi

u (x, y, z) = ũ (x, y, z) + V (x, y, z) , (6.41)

де ũ (x, y, z) — загальний розв’язок однорiдного рiвняння

∆ũ = 0, (6.42)

а V (x, y, z) — частинний розв’язок (6.41). З урахуванням крайових умов нова
система рiвнянь матиме вигляд

{
∆V = xz, ∆ũ = 0,

ũ |r=1 = − V |r=1 , ũ |r=2 = − V |r=2 .
(6.43)

Можна легко показати, що функцiя

V (x, y, z) =
1

14
xz

(
x2 + y2 + z2

)
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задовольняє рiвняння ∆V = xz, тобто є шуканий частинний розв’язок. За-
пишемо новi крайовi умови:

V |r=1 =
1

14
xz; V |r=2 =

2

7
xz.

Отже, для функцiї ũ (x, y, z) матимемо
{

∆ũ = 0,

ũ |r=1 = − 1

14
xz, ũ |r=2 = −2

7
xz.

(6.44)

Перейдемо до сферичних координат, де запишемо систему (6.44) у такий
спосiб: 




ũrr +
2

r
ũr +

1

r2
ũθθ +

ctg θ

r2
ũθ +

1

r2 sin2 θ
ũϕϕ = 0,

ũ |r=1 = − 1

28
sin 2θ cos ϕ, ũ |r=2 = −4

7
sin 2θ cos ϕ.

(6.45)

Шукатимемо розв’язок у виглядi

ũ (r, θ, ϕ) = R (r)F (θ, ϕ) . (6.46)

Пiдставивши (6.46) в (6.45), матимемо

r2
R′′ (r)

R (r)
+ 2r

R′ (r)

R (r)
+

Fθθ (θ, ϕ)

F (θ, ϕ)
+ ctg θ

Fθ (θ, ϕ)

F (θ, ϕ)
+

1

sin2 θ

Fϕϕ (θ, ϕ)

F (θ, ϕ)
= 0.

Роздiливши змiннi, отримаємо




r2R′′ (r) + 2rR′ (r)− λR (r) = 0,
∂

∂θ
(sin θ · Fθ (θ, ϕ)) +

1

sin ϕ
Fϕϕ (θ, ϕ) + λ sin ϕ · F (θ, ϕ) = 0.

(6.47)

Друге рiвняння з (6.47), як вiдомо, є рiвняння сферичних гармонiк, i
його розв’язок обмежений за θ = 0 i θ = π тiльки у разi λ = n (n+ 1),
n = 0, 1, 2, . . . Тодi рiвняння для R (r) запишемо у виглядi

r2R′′ (r) + 2rR′ (r)− n (n+ 1)R (r) = 0.

Замiною r = et приведемо його до вигляду

R′′ (t) +R′ (t)− n (n+ 1)R (t) = 0,

звiдки одержимо розв’язок

Rn (r) = Cn1r
n + Cn2r

−(n+1). (6.48)
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Повернемося до рiвняння для сферичних гармонiк, яке допускає по-
дальше роздiлення змiнних. Дiйсно, зобразимо F (θ, ϕ) у виглядi

F (θ, ϕ) = θ (θ) Φ (ϕ) . (6.49)

Тодi

sin2 θ
θ′′ (θ)

θ (θ)
+ sin θ cos θ

θ′ (θ)

θ (θ)
+ n (n+ 1) sin θ cos θ +

Φ′′ (ϕ)

Φ (ϕ)
= 0.

Увiвши новий параметр роздiлення m2 i перейшовши до замiни µ =

= cos θ, одержимо




Φ′′ (ϕ) +m2Φ (ϕ) = 0, Φ (ϕ + 2π) = Φ (ϕ),
d

dµ

[(
1− µ2

) dθ (µ)

dµ

]
+

[
n (n+ 1)− m2

1− µ2

]
θ (µ) = 0, |θ (0)| < ∞, |θ (π)| < ∞.

Розв’язки цих рiвнянь, як вiдомо, мають вигляд




Φm (ϕ) =

{
D01ϕ +D02, m = 0

Dm1 cosmϕ +Dm2 sinmϕ, m 6= 0

θn (θ) = En1P
m
n (cos θ) + En2Q

m
n (cos θ) ,

де Pm
n i Qm

n — приєднанi функцiї Лежандра першого й другого роду вiдпо-
вiдно (див. роздiл 7.7.). Застосувавши до функцiї θ (θ) умову обмеженостi,
одержимо, що En2 ≡ 0. Отже,





Φm (ϕ) =

{
D01ϕ +D02, m = 0

Dm1 cosmϕ +Dn2 sinmϕ, m 6= 0

θn (θ) = En1P
m
n (cos θ).

(6.50)

Iз (6.46) i (6.48)–(6.50) знайдемо, що

ũ (r, θ, ϕ) =
∞∑

n,m=1

(
C̃n1r

n + C̃n2r
−(n+1)

)
×

× (Dm1 cosmϕ +Dm2 sinmϕ)Pm
n (cos θ) , (6.51)

де C̃n1 = Cn1En1, C̃n2 = Cn2En1.
Скористаємося початковими умовами з (6.45):

ũ (1, θ, ϕ) =
∞∑

n,m=1

(
C̃n1 + C̃n2

)
(Dm1 cosmϕ +Dm2 sinmϕ)Pm

n (cos θ) =
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= − 1

28
sin 2θ cos ϕ. (6.52)

Звiдси одразу видно, що Dm2 ≡ 0;
(
C̃n1 + C̃n2

)
Dm1 = α = const, за m = 1;

Dm1 ≡ 0 за m 6= 1. Отже, в (6.52) можна залишити тiльки одне пiдсумову-
вання:

Ũ (1, θ, ϕ) =
∞∑

n=1

(
C̃n1 + C̃n2

)
D11 cos ϕ · P 1

n (cos θ) = − 1

28
sin 2θ cos ϕ. (6.53)

Зауважимо, що

P 1
2 (cos θ) = −3 cos θ

√
1− cos2 θ = −3

2
sin 2θ. (6.54)

Отже, Ĉn1+ Ĉn2 ≡ 0 за n 6= 2, Ĉn1+ Ĉn2 =
1

42
за n = 2, де Ĉn1 = C̃n1D11,

Ĉn2 = C̃n2D11.
Перепишемо (6.51) з урахуванням отриманих результатiв:

ũ (r, θ, ϕ) =
∞∑

n=1

(
Ĉn1r

n + Ĉn2r
−(n+1)

)
cos ϕ · P 1

n (cos θ) . (6.55)

Скористаємося другою початковою умовою:

ũ (2, θ, ϕ) =
∞∑

n=1

(
2nĈn1 + 2−(n+1)Ĉn2

)
cos ϕ · P 1

n (cos θ) =

=
4

7
sin 2θ cos ϕ. (6.56)

Знову застосувавши (6.54), знайдемо, що

2nĈn1 + 2−(n+1)Ĉn2 ≡ 0 за n 6= 2;

2nĈn1 + 2−(n+1)Ĉn2 = 4Ĉn1 +
1

8
Ĉn2 =

8

21
за n = 2.

Отже, одержимо такi системи рiвнянь.

1. За n = 2:




Ĉ21 + Ĉ22 =
1

42
,

4Ĉ21 +
1

8
Ĉ22 =

8

21
,

звiдки

{
Ĉ11 = 127/1302,

Ĉ22 = −16/217.
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2. За n 6= 2:
{
Ĉn1 + Ĉn2 = 0,

2nĈn1 + 2−(n+1)Ĉn2 = 0,
звiдки

{
Ĉn1 ≡ 0,

Ĉn2 ≡ 0.

Пiдставивши отриманi результати в (6.55), знайдемо, що

ũ (r, θ, ϕ) =

(
24

217
r−3 − 127

868
r2
)
sin 2θ cos ϕ. (6.57)

Поєднавши (6.57) з виразом для функцiї V , одержимо остаточно, що

u (r, θ, ϕ) =

(
1

28
r4 − 127

868
r2 +

24

217
r−3

)
sin 2θ cos ϕ.

Завдання для самостiйного виконання

Розв’язати внутрiшню задачу Дiрiхле для рiвняння Лапласа:

6.17.

{
∆u = 0, r < r0;

u (r, θ, ϕ) |r=r0
= u0 cos 2θ.

6.18.

{
∆u = 0, r < r0;

u (r, θ, ϕ) |r=r0
= 2u0 sin 2θ.

6.19.

{
∆u = 0, r < r0;

u(r, θ, ϕ) |r=r0
= sin 3θ − cos 2θ.

6.20.

{
∆u = 0, r < r0;

u(r, θ, ϕ) |r=r0
= 2 sin 4θ + cos θ.

Розв’язати зовнiшню задачу Неймана для рiвняння Лапласа:

6.21.





∆u = 0, r > r0;
∂u

∂r
(r, θ, ϕ)

∣∣∣∣
r=r0

= u0 sin θ sin (α − ϕ) , α = const.

6.22.





∆u = 0, r > r0;
∂u

∂r
(r, θ, ϕ)

∣∣∣∣
r=r0

= u0 cos 2θ cos (γ + ϕ) , γ = const.

6.23.





∆u = 0, r > r0;
∂u

∂r
(r, θ, ϕ)

∣∣∣∣
r=r0

= u0 sin 3θ cos (2β − ϕ) , β = const.

Розв’язати задачу Дiрiхле для рiвняння Лапласа в кульовому шарi:

6.24.

{
∆u = 0, 1 < r < 2;

u (r, θ, ϕ) |r=1 = sin 2θ cos ϕ, u (r, θ, ϕ) |r=2 = sin 2θ sin ϕ.

6.25.

{
∆u = 0, 2 < r < 3;

u (r, θ, ϕ) |r=2 = cos θ cos ϕ, u (r, θ, ϕ) |r=3 = cos θ sin ϕ.

6.26.

{
∆u = 0, 3 < r < 4;

u (r, θ, ϕ) |r=3 = sin 2θ sin 2ϕ, u (r, θ, ϕ) |r=4 = cos 2θ cos ϕ.
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6.4. Фундаментальнi розв’язки рiвняння Гельмгольца

Рiвняння Гельмгольца

∆u+ cu = f (x, y, z) (6.58)

поряд iз рiвняннями Лапласа й Пуассона являє собою важливий вид елiп-
тичних рiвнянь другого порядку. Однорiдне рiвняння (f (x, y, z) = 0), напри-
клад, природно виникає (у багатовимiрному випадку) пiд час застосування
методу роздiлення змiнних для гiперболiчних i параболiчних задач. Знаход-
ження власних функцiй i власних значень зводиться до можливостi розв’я-
зання вiдповiдної крайової задачi для рiвняння Гельмгольца з f (x, y, z) ≡ 0.

Побудуємо фундаментальний розв’язок однорiдного рiвняння (6.58). Спо-
чатку розглянемо тривимiрний випадок. Нехай M0 — деяка фiксована точ-
ка. Уведемо сферичну систему координат (r, θ, ϕ) iз центром у точцi M0.
Знайдемо розв’язок рiвняння (6.58), що залежить тiльки вiд r (радiально-
симетричний розв’язок). Записавши оператор Лапласа у сферичнiй системi
координат i врахувавши, що u залежить тiльки вiд r, одержимо

1

r2
d

dr

(
r2
du

dr

)
+ cu = 0. (6.59)

Оскiльки
1

r2
d

dr

(
r2
du

dr

)
≡ 1

r

d2

dr2
(r · u) ,

то, зробивши замiну
v = r · u,

рiвняння (6.59) запишемо у виглядi

d2v

dr2
+ cv = 0. (6.60)

Нехай c = k2 > 0 (k — дiйсне, k > 0). Рiвняння (6.60) набуде вигляду

d2v

dr2
+ k2v = 0,

його розв’язок запишемо як

v = C1e
ikr + C2e

−ikr

або, скориставшися дiйсними лiнiйно незалежними розв’язками, у виглядi

v = A1 cos(kr) + A2 sin(kr).
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У разi c = −ζ2 < 0 (ζ — дiйсне, ζ > 0) розв’язок рiвняння (6.60) матиме
вигляд

v = C1e
ζr + C2e

−ζr.

У такий спосiб знайдемо радiально-симетричнi вiдносно точки M0 (r = RMM0
)

розв’язки рiвняння (6.60):

u =
e±ikr

r
за c = k2 > 0,

u =
e±ζr

r
за c = −ζ2 < 0.

Розглянемо поведiнку цих розв’язкiв за r → ∞. У разi c = −ζ2 для
внутрiшньої крайової задачi, якщо точка r → 0 належить областi V , додат-
кова вимога скiнченностi розв’язку встановлює спiввiдношення мiж констан-

тами: C1 = C2, що приводить до розв’язку виду
1

r
sh ζr. У разi зовнiшньої

крайової задачi експоненцiйно зростальний доданок
1

r
eζr необмежено зростає

на нескiнченностi й фiзичного змiсту не має, у той час як розв’язок
1

r
e−ζr

експоненцiйно спадає на нескiнченностi. Його i називають фундаментальним
розв’язком за c = −ζ2.

У разi c = k2 > 0 ситуацiя складнiша, оскiльки обидва розв’язки

eikr

r
i

e−ikr

r
, (6.61)

а також дiйсний розв’язок
cos kr

r
(6.62)

пiд час розгляду зовнiшнього завдання (r → ∞) спадають за тим самим

законом. Ще один дiйсний розв’язок
sin kr

r
ми не розглядаємо, тому що вiн

обмежений у всьому просторi. У разi дослiдження рiвняння ∆u + k2u = 0

в обмеженiй областi розв’язки (6.61) i (6.62) еквiвалентнi й кожен iз них є
фундаментальний розв’язок цього рiвняння.

Розглянувши внутрiшню задачу для випадку c = k2 > 0, дiйдемо вис-
новку, що вимога скiнченностi у точцi r → 0 приводить до умови A1 = 0 i

фундаментальним розв’язком у цьому разi буде функцiя вигляду
sin(kr)

r
.

Вiдтак розглянемо плоский випадок. Уведемо полярну систему коорди-
нат (r, ϕ) з початком у точцi M0. Розв’язок u, що залежить тiльки вiд r,
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задовольняє рiвняння

1

r

d

dr

(
r
du

dr

)
+ cu = 0 ⇒ d2u

dr2
+

1

r

du

dr
+ cu = 0. (6.63)

За c = −ζ2 < 0 рiвняння (6.63) є рiвняння для функцiй Бесселя су-
то уявного аргументу нульового порядку (див. роздiл 7.6.), i його загальний
розв’язок можна записати у виглядi

u = C1i0(ζr) + C2K0(ζr).

Фундаментальним розв’язком рiвняння ∆u − ζ2u = 0 називають функцiю
K0(ζr), яка експоненцiйно спадає на нескiнченностi й за r → 0 має особ-
ливiсть вигляду

K0(ζr) ∼ ln
1

ζr
.

У разi c = k2 > 0 рiвняння (6.63) являє собою рiвняння Бесселя ну-
льового порядку (див. роздiл 7.6.). Отже, його загальний розв’язок можна
зобразити у двох виглядах:

u = C1H
(1)
0 (kr) + C2H

(2)
0 (kr)

або
u = A1J0(kr) + A2N0(kr).

За c = k2 > 0 ситуацiя аналогiчна тривимiрному випадку. В обмеженiй об-
ластi розв’язки H

(1)
0 (kr), H(2)

0 (kr) та N0(kr) еквiвалентнi i є фундаментальни-
ми розв’язками рiвняння Гельмгольца ∆u + k2u = 0. У необмеженiй областi
фундаментальним розв’язком того ж рiвняння є одна з функцiй H

(1,2)
0 (kr)

залежно вiд того, яку додаткову умову поставлено на нескiнченнiсть.
Приклад 24. Розв’язати задачу Дiрiхле для рiвняння Гельмгольца у

колi: {
∆u+ k2u = 0, 0 6 r < 1,

u |r=1 = 25 sin3 ϕ.

Розв’язання. Запишемо вихiдне рiвняння в полярнiй системi координат:

urr +
1

r
ur +

1

r2
uϕϕ + k2u = 0. (6.64)

Шукатимемо розв’язок у виглядi

u (r, ϕ) = R (r) Φ (ϕ) . (6.65)
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Пiдставивши (6.65) в (6.64), матимемо

r2R′′ (r)

R (r)
+

rR′ (r)

R (r)
+

Φ′′ (ϕ)

Φ (ϕ)
+ k2r2 = 0.

Роздiливши змiннi, одержимо
{
r2R′′ (r) + rR′ (r) +

(
k2r2 − λ

)
R (r) = 0, |R (0)| < ∞;

Φ′′ (ϕ) + λΦ (ϕ) = 0, Φ (ϕ + 2π) = Φ (ϕ) .

Для Φ-функцiї, як вiдомо, у загальному випадку

Φ (ϕ) = C1 cos
√
λϕ + C2 sin

√
λϕ. (6.66)

Наклавши на (6.66) умову перiодичностi, отримаємо, що

λ = n2, n = 0, 1, 2, . . . (6.67)

Тодi
Φ0 (ϕ) = C01, Φn (ϕ) = Cn1 cosnϕ + Cn2 sinnϕ. (6.68)

Перейдемо до розв’язку R-рiвняння. З урахуванням (6.67) воно набуде
вигляду

r2R′′ (r) + rR′ (r) +
(
k2r2 − n2

)
R (r) = 0. (6.69)

Як вiдомо, (6.69) — це рiвняння Бесселя, яке має розв’язок

Rn (r) = An · Jn (kr) + Bn ·Nn (kr) ,

де Jn i Nn — вiдповiдно функцiї Бесселя й Неймана (див. роздiл 7.6.) порядку
n. Вимагаючи обмеженостi радiальної функцiї в нулi, одержимо, що Bn ≡ 0,
тобто

Rn (r) = An · Jn (kr) . (6.70)

Отже, з (6.65), (6.68) i (6.70) одержимо

u (r, ϕ) = C01 · J0 (kr) +
∞∑

n=1

(
Ãn cosnϕ + B̃n sinnϕ

)
· Jn (kr) ,

де Ãn = AnCn1, B̃n = AnCn2.
Скористаємося крайовою умовою:

u (1, ϕ) = C01 · J0 (k) +
∞∑

n=1

(
Ãn cosnϕ + B̃n sinnϕ

)
· Jn (k) = 25 sin3 ϕ. (6.71)
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Перетворимо праву частину (6.71):

25 sin3 ϕ =
25

2
(sin ϕ − sin ϕ cos 2ϕ) =

25

4
(3 sin ϕ − sin 3ϕ) .

Отже,

C01 · J0 (k) +
∞∑

n=1

(
Ãn cosnϕ + B̃n sinnϕ

)
· Jn (k) =

25

4
(3 sin ϕ − sin 3ϕ) .

З отриманого спiввiдношення видно, що

C01 = 0;

Ãn = 0;
B̃n =





75

4J1 (k)
, n = 1

− 25

4J3 (k)
, n = 3

0, ∀ (n = 2) ∪ (n > 3) .

Остаточно

u (r, ϕ) =
75

4J1 (k)
sin ϕ · J1 (kr)−

25

4J3 (k)
sin 3ϕ · J3 (kr) .

Завдання для самостiйного виконання

Знайти функцiю, що задовольняє всерединi кола рiвняння Гельмгольца:

6.27.

{
∆u+ 4u = 0, 0 6 r < 3/2;

u(r, ϕ)|r=3/2 = 24 sin3 ϕ.

6.28.

{
∆u+ u = 0, 0 6 r < 9/2;

u(r, ϕ)|r=9/2 = 6 sin2 ϕ cos ϕ.

6.29.

{
∆u+ 9u = 0, 0 6 r < 10;

u(r, ϕ)|r=10 = sin ϕ cos2 ϕ.

6.30.





∆u+ 16u = 0, 0 6 r < 1;
∂u(r, ϕ)

∂r

∣∣∣∣
r=1

= sin ϕ + cos2 ϕ.

6.31.





∆u+ 25u = 0, 0 6 r < 2;
∂u(r, ϕ)

∂r

∣∣∣∣
r=2

= sin2 ϕ − cos ϕ.

Приклад 25. Розв’язати задачу Неймана для рiвняння Гельмгольца в
кулi: 




∆u+ u = 0, 0 6 r <
π

2
,

∂u

∂r

∣∣∣∣
r=π/2

= cos θ.

Розв’язання. Зазначимо, що початковi умови й коефiцiєнти вихiдного
рiвняння не залежать вiд полярного кута ϕ. Отже, не залежатиме вiд нього i
розв’язок. Шукатимемо розв’язок у виглядi

u (r, θ, ϕ) = U (r, θ) = R (r) Ω (θ) . (6.72)
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Перейшовши до сферичних координат i пiдставивши (6.72) у вихiдне рiвнян-
ня, одержимо

r2R′′ (r)

R (r)
+

2rR′ (r)

R (r)
+ r2 = −Ω′′ (θ)

Ω (θ)
− ctg θ

Ω′ (θ)

Ω (θ)
= λ.

Роздiливши змiннi, отримаємо
{
r2R′′ (r) + 2rR′ (r) +

(
r2 − λ

)
R (r) = 0, |R (0)| < ∞;

Ω′′ (θ) + ctg θ · Ω′ (θ) + λΩ (θ) = 0, |Ω (0)| < ∞, |Ω (π)| < ∞.
(6.73)

Почнемо з рiвняння для Ω (θ). Уведемо замiну t = cos θ, тодi друге рiвняння
з (6.73) набуде вигляду

(
1− t2

)
Ω′′ (t)− 2tΩ′ (t) + ν (ν + 1)Ω (t) = 0, λ = ν (ν + 1) . (6.74)

Рiвняння (6.74) — це рiвняння Лежандра, яке має загальний розв’язок

Ω (t) = C1Pν (t) + C2Qν (t) ,

де Pν (t) i Qν (t) — функцiї Лежандра першого й другого роду вiдповiдно
(див. роздiл 7.7.). Вимагатимемо обмеженостi Ω (t) на промiжку t ∈ [−1; 1];
виходячи iз властивостей функцiй Лежандра, це приведе нас до умов

{
ν = n, n = 0, 1, 2, . . .

C2 ≡ 0.
(6.75)

Отже,
Ωn (r) = Cn1Pn (cos θ) . (6.76)

Перейдемо тепер до розв’язку першого рiвняння (6.73) для R (r). З
урахуванням (6.75) воно набуде вигляду

r2R′′ (r) + 2rR′ (r) +
(
r2 − n (n+ 1)

)
R (r) = 0.

Загальним розв’язком такого рiвняння є

R (r) = Dn1

Jn+1/2 (r)√
r

+Dn2

Nn+1/2 (r)√
r

,

де Jν (r) i Nν (r) — функцiї Бесселя й Неймана (див. роздiл 7.6.) вiдповiд-
но. Знову вимагатимемо обмеженостi R (r) у нулi; виходячи iз властивостей
функцiї Неймана, така вимога дасть нам умову Dn2 ≡ 0. Отже,

Rn (r) = Dn1

Jn+1/2 (r)√
r

. (6.77)
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Поєднавши (6.72), (6.76) i (6.77), матимемо

u (r, θ) = A0

J1/2 (r)√
r

+
∞∑

n=1

An

Jn+1/2 (r)√
r

Pn (cos θ) , (6.78)

де A0 = C01D01, An = Cn1Dn1.
Скористаємося початковою умовою:

∂u

∂r

∣∣∣∣
r=π/2

= −
√

2

π
A0J3/2

(π

2

)
+

+
∞∑

n=1

An

√
8

π3

(
nJn+1/2

(π

2

)
− π

2
Jn+3/2

(π

2

))
Pn (cos θ) = cos θ.

Звiдси одержимо, що

A0 = 0, A1

√
8

π3

[
J3/2

(π

2

)
− π

2
J5/2

(π

2

)]
= 1, An = 0, ∀n > 1. (6.79)

Властивостi функцiї Бесселя приводять до спрощення:

J3/2

(π

2

)
− π

2
J5/2

(π

2

)
= 1− 8

π2
⇒ A1 =

√
π3

8

π2

π2 − 8
.

Пiдставивши (6.79) i вираз для A1 в (6.78), остаточно матимемо

u (r, θ) =
π3

2 (π2 − 8)

sin r − r cos r

r2
cos θ.

Завдання для самостiйного виконання

Знайти функцiю, що задовольняє всерединi кулi рiвняння Гельмгольца:

6.32.

{
∆u+ 4u = 0, 0 6 r < 3π/4;

u(r, ϕ, θ)|r=3π/4 = sin2 ϕ cos2 θ.

6.33.

{
∆u+ 9u = 0, 0 6 r < π;

u(r, ϕ, θ)|r=π = sin ϕ cos3 θ.

6.34.

{
∆u+ 49u = 0, 0 6 r < 2π/7;

u(r, ϕ, θ)|r=2π/7 = sin3 ϕ cos θ.

6.35.





∆u+ 16u = 0, 0 6 r < 4;
∂u(r, ϕ, θ)

∂r

∣∣∣∣
r=4

= sin ϕ + cos θ.

6.36.





∆u+ 25u = 0, 0 6 r < 5;
∂u(r, ϕ, θ)

∂r

∣∣∣∣
r=5

= sin2 θ − cos ϕ.
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7. Короткий огляд найважливiших спецiальних функцiй

7.1. Iнтеграл ймовiрностi

Iнтеграл Пуассона визначають як

P =

+∞∫

−∞

e−x2

dx =
√

π. (7.1)

Iз (7.1) випливає, що

P (α) =

+∞∫

−∞

e−αx2

dx =

√
π

α
, (7.2)

а n-кратне диференцiювання (7.2) за параметром α приводить до такого ре-
зультату:

+∞∫

−∞

x2ne−x2

dx =

(
− ∂

∂α

)n

P (α)

∣∣∣∣
α=1

=
(2n− 1)!!

2n
√

π. (7.3)

Iнтеграл Пуассона (7.1) є частинний випадок так званої функцiї по-

милок:

erf x =
2√
π

x∫

0

e−z2 dz. (7.4)

Її значення табульованi. Легко показати, що erf∞ = 1. Крiм того, вдаються
до функцiї

erfc x =
2√
π

∞∫

x

e−z2 dz = 1− erf x. (7.5)

7.2. Гамма-функцiя

Γ-функцiю Ейлера часто визначають iнтегралом, що залежить вiд
параметра:

Γ(z) =

∞∫

0

tz−1e−t dt. (7.6)

Вона табульована й має такi властивостi:
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1) рекурентне спiввiдношення

Γ(z + 1) = zΓ(z); (7.7)

2) простi полюси за цiлих та негативних z i в нулi;
3) безпосереднє обчислення Γ(1) = 1, що iз застосуванням формули

(7.7) дає
Γ(n) = (n− 1)!. (7.8)

Деякi важливi iнтеграли можна звести до Γ-функцiї. Так, iнтеграл Пуас-
сона може зобразити у виглядi

+∞∫

−∞

e−z2 dz = 2Γ

(
1

2

)
.

Iнший iнтеграл, важливий у теорiї атома водню, отримують iз (7.8):

∞∫

0

tn e−t dt = n!. (7.9)

Наведену формулу також можна отримати послiдовним n-кратним iнтегру-
ванням частинами.

7.3. Дельта-функцiя Дiрака

δ-функцiю Дiрака визначають як ядро «фiльтрувального» iнтеграль-
ного оператора, який ставить у вiдповiднiсть довiльнiй регулярнiй функцiї її
значення в нулi:

∞∫

−∞

δ(x)f(x) dx = f(0). (7.10)

Визначення (7.10) узагальнюють у тривимiрному випадку:

∞∫

−∞

δ (r) f (r) dr = f(0), (7.11)

де в декартових координатах δ-функцiя векторного аргументу пов’язана з
одновимiрною δ-функцiєю простим спiввiдношенням:

δ (r) = δ(x)δ(y)δ(z). (7.12)
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Наведемо основнi властивостi δ-функцiї:
1) парнiсть: δ(−x) = δ(x);
2) n-а похiдна δ-функцiї є ядро iнтегрального оператора, що дiє вiдпо-

вiдно до правила:

∞∫

−∞

δ(n)(x)f(x) dx = (−1)n
dnf(x)

dxn

∣∣∣∣
x=0

;

3) диференцiйовна функцiя g(x) в аргументi δ-функцiї:

δ (g(x)) =
∑

i

δ(x− xi)∣∣∣dg(x)dx

∣∣∣
x=xi

,

де xi — i-й нуль функцiї g(x); зокрема, δ(αx) =
δ(x)

|α| ;

4) аналiтичнi зображення δ-функцiї; найпоширенiшим є iнтегральне

зображення:

δ(x) =
1

2π

∞∫

−∞

eixq dq (7.13)

i три граничнi :

δ(x) = lim
a→0

1√
πa

exp

[
−x2

a2

]
; δ(x) = lim

a→0

1

π

a

x2 + a2
; δ(x) = lim

a→∞
1

π

sin ax

x
.

Iнтеграл Фур’є (7.13) допускає тривимiрне узагальнення:

δ (r) =
1

(2π)3

∫
eirq d3q. (7.14)

7.4. Гiпергеометричне рiвняння

Розглянемо диференцiальне рiвняння Ейлера:

z(1− z)
d2u

dz2
+ (c− (a+ b+ 1)z)

du

dz
− abu = 0, (7.15)

де параметри a, b i c можуть бути довiльними комплексними числами. Коли
параметр не становить нуль або вiд’ємне цiле число (c 6= 0,−1,−2, . . .), ре-

гулярний в нулi розв’язок рiвняння Ейлера можна записати через ряд, який
називають гiпергеометричним:

2F1(a, b; c; z) ≡ F (a, b; c; z) = 1 +
ab

c

z

1!
+

a(a+ 1)b(b+ 1)

c(c+ 1)

z2

2!
+ . . . (7.16)
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Цю функцiю вiдповiдно називають гiпергеометричною (функцiєю Гаус-

са). На межi |z| = 1 ряд збiгається абсолютно, якщо дiйсна частина суми
a + b − c < 0, умовно збiгається за z 6= 1, 0 6 a + b − c < 1 i розбiжний,
якщо a+ b− c > 1. Другий лiнiйно незалежний розв’язок диференцiального
рiвняння Ейлера має вигляд

z1−cF (b− c+ 1, a− c+ 1; 2− c; z). (7.17)

Вiн має особливу точку z = 0 i справедливий у разi всiх недодатних c (c =

= 0,−1,−2, . . .

Iнтегральне зображення для гiпергеометричної функцiї за Re[c] > Re[b] >

0 (формула Ейлера) можна записати у такий спосiб:

F (a, b; c; z) =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

1∫

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− tz)−a dt, (7.18)

де Γ(x) — гамма-функцiя Ейлера (7.6).
Рiвняння вигляду

x
d2y

dx2
+ (b− x)

dy

dx
− ay = 0, (7.19)

де a i b — заданi комплекснi параметри, називають виродженим гiпергео-

метричним рiвнянням. Регулярнi в нулi розв’язки (7.19) вiдповiдно нази-
вають виродженою гiпергеометричною функцiєю 1F1(a, b, x), зображу-
ваною у виглядi степеневого ряду:

yreg(x) = 1F1(a, b, x) = 1 +
a

b

x

1!
+

a(a+ 1)

b(b+ 1)

x2

2!
+ . . . (7.20)

За цiлих недодатних a ряд перетворюється на полiном степеня −a. У разi
|x| → ∞ з урахуванням (7.6) вона має асимптотичний вигляд:

1F1(a, b, x) ∼
Γ(b)

Γ(b− a)
(−x)−a

2F0(a, a− b+ 1,−x−1)+

+
Γ(b)

Γ(a)
e−xxa−b

2F0(b− a, 1− a, x−1),

де

2F0(a, b, x) = 1 + ab
x

1!
+ a(a+ 1)b(b+ 1)

x2

2!
+ . . .
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7.5. Полiноми Чебишова–Ермiта

Регулярними в нулi розв’язками диференцiального рiвняння

y′′ − 2xy′ + 2ny = 0, n = 0, 1, . . . , (7.21)

де n — їх порядок, називають полiноми Чебишова–Ермiта Hn(x). Наве-
демо кiлька рiзних зображень:

• через формулу Родрiга:

Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn
e−x2

; (7.22)

• розвинення за спадними степенями x:

Hn(x) = (2x)n− n(n− 1)

1
(2x)n−2+

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

1 · 2 (2x)n−4− . . . ;

• вироджену гiпергеометричну функцiю (7.20):

H2m(x) = (−1)m
(2m)!

m!
1F1

(
−m,

1

2
, x2

)
;

H2m+1(x) = (−1)m
(2m+ 1)!

m!
2x1F1

(
−m,

3

2
, x2

)
;

Для полiномiв Чебишова–Ермiта справедлива рекурентна формула:

Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x); H0(x) = 1; H1(x) = 2x.

7.6. Цилiндричнi функцiї

Диференцiальне рiвняння вигляду

x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0 (7.23)

називають рiвнянням Бесселя, а розв’язки рiвняння (7.23) — цилiндрич-

ними, або бесселевими, функцiями. Тут x — дiйсна або комплексна змiнна,
ν — дiйсний або комплексний параметр. Стандартними регулярними в нулi
розв’язками рiвняння Бесселя є:

• Jν(x) — функцiя Бесселя з iндексом ν;

• Nν(x) — функцiя Неймана з iндексом ν;
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• H
(1)
ν (x) i H(2)

ν (x) — функцiї Ханкеля 1-го й 2-го роду, вiдповiдно, з iн-
дексом ν.

Функцiї Jν(x), Nν(x), H
(1)
ν (x) i H

(2)
ν (x) попарно лiнiйно незалежнi. У

разi ν > 0 функцiя Jν(x) обмежена, коли x → +0, iншi цилiндричнi функцiї
мають при цьому нескiнченну границю. За дiйсних позитивних значень x i ν

функцiї Бесселя й Неймана дiйснi.
Явними виразами для функцiй Бесселя є:

• розвинення в ряд iз застосуванням (7.6):

Jν(x) =
(x
2

)ν
∞∑

k=0

(
−x2

2

)k

k!Γ(ν + k + 1)
; (7.24)

• зображення через вироджену гiпергеометричну функцiю (7.20):

Jν(x) =
e−iz

Γ(1 + ν)

(z
2

)ν

1F1

(
ν +

1

2
, 2ν + 1, 2iz

)
.

Функцiї Неймана й Ханкеля визначають як

Nν(x) =
1

sin πν
[Jν(x) cos πν − J−ν(x)], ν 6= 0,±1,±2, . . .

H(1)
ν (x) = Jν(x) + iν(x), H(2)

ν (x) = Jν(x)− iν(x).
(7.25)

Iз урахуванням формули (7.24) i визначень (7.25) мають мiсце формули

J 1
2
(x) =

√
2

πx
sin x, N 1

2
(x) =

√
2

πx
cos x,

H
(1)
1
2

(x) = −i

√
2

πx
eix, H

(2)
1
2

(x) = i

√
2

πx
e−ix,

x−ν(xνJν(x))
′ = Jν−1(x), xν(x−νJν(x))

′ = Jν+1(x),

зокрема, J ′
0(x) = −J1(x), (xJ1(x))

′ = xJ0(x). Асимптотика цилiндричних
функцiй за ν > 0, x → ∞:

Jν(x) =

√
2

πx

[
cos

(
x− πν

2
− π

4

)
+O(x−1)

]
,

Nν(x) =

√
2

πx

[
sin

(
x− πν

2
− π

4

)
+O(x−1)

]
,
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H(1)
ν (x) =

√
2

πx
ei(x−

πν
2 − π

4)[1 +O(x−1)],

H(2)
ν (x) =

√
2

πx
e−i(x− πν

2 − π
4)[1 +O(x−1)].

Сферичну функцiю Бесселя

jl(x) =

√
π

2z
Jl+ 1

2
(x), l = 0, 1, . . . (7.26)

виражають через елементарнi функцiї, наприклад,

j0(x) =
sin x

x
; j1(x) =

sin x

x2
− cosx

x
; j2(x) =

(
3

x3
− 1

x

)
sin x− 3

x2
cos x.

Функцiя Ейрi Ai(x) є регулярний розв’язок рiвняння

y′′ − xy = 0,

що виражається через функцiї Бесселя порядкiв ±1

3
:

Ai(x) =
1

3

√
x[i− 1

3
(ζ)− i 1

3
(ζ)]; Ai(−x) =

1

3

√
x[J− 1

3
(ζ) + J 1

3
(ζ)], (7.27)

де iν(ζ) = i−νJν(iζ); ζ =
2

3
x

3
2 .

7.7. Полiноми i функцiї Лежандра

Розглянемо диференцiальне рiвняння вигляду

(1− z2)
d2u

dz2
− 2z

du

dz
+ n(n+ 1)u = 0, (7.28)

де z — комплексна змiнна. Розв’язки цього рiвняння у разi цiлих n мають
вигляд багаточленiв, якi називають багаточленами Лежандра. Полiном
Лежандра степеня n можна зобразити через формулу Родрiга у виглядi

Pn(z) =
1

2nn!

dn

dzn
(z2 − 1)n. (7.29)

Рiвняння (7.28) можна отримати iз частинного випадку гiпергеометрич-
ного рiвняння, яке називають рiвнянням Лежандра:

(1− z2)
d2u

dz2
− 2z

du

dz
+

[
l(l + 1)− m2

1− z2

]
u = 0, (7.30)
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де l, M –— довiльнi комплекснi сталi. Iнтерес становлять його розв’язки, якi
є однозначнi та регулярнi за |z| < 1 (взагалi за дiйсного z) або коли дiйсна
частина числа z бiльша за одиницю. Цi розв’язки називають приєднаними

полiномами Лежандра, якi являють собою основнi елементи сферичних
функцiй. Пiдстановка вигляду w1 = (z2−1)m/2 дає рiвняння Гаусса, розв’язок
якого в областi |1− z| < 2 набуває вигляду

w1 = Pm
l (z) =

1

Γ(1−m)

(
z + 1

z − 1

)m/2

F

(
−l, l + 1; 1−m;

1

2
− z

2

)
, (7.31)

де F — гiпергеометрична функцiя (7.16). Пiдстановка w2 = z2 в (7.30) при-
водить до розв’язку вигляду

w2 = Qm
l (z) = emiπ2−l−1

√
π
Γ(l +m+ 1)

Γ(l + 3/2)
z−l−m−1(z2 − 1)m/2×

× F

(
l

2
+

m

2
+ 1,

l

2
+

m

2
+

1

2
; l +

3

2
; z−2

)
, (7.32)

визначеного на |z| > 1. Функцiї Pm
l (z) i Qm

l (z) називають функцiями Ле-

жандра першого i другого роду. Для них визначено спiввiдношення

Pm
l (z) = Pm

−l−1(z);

Qm
l (z) sin π(l +m)−Qm

−l−1(z) sin π(l −m) = πeimπ cos(lπ)Pm
l (z).

Явний вигляд приєднаних полiномiв Лежандра для випадку l = 0, 1, . . .,
m = 0,±1, . . . ,±l задають формулою Родрiга:

P
|m|
l (x) =

1

2ll!
(1− x2)

|m|
2

dl+|m|

dxl+|m| (x
2 − 1)l. (7.33)

7.8. Сферичнi функцiї

Приєднанi полiноми Лежандра (7.33) входять у структуру сферичних

функцiй:

Ylm(θ, ϕ) =

√
2l + 1

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)!P

|m|
l (cos θ)eimϕ, (7.34)

що є регулярнi на одиничнiй сферi розв’язки рiвнянь




(
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
+ l(l + 1)

)
Ψ(θ, ϕ) = 0;

(
i
∂

∂ϕ
+m

)
Ψ(θ, ϕ) = 0
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i такi, що утворюють на нiй повну ортонормовану систему — базис:

∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

Y ∗
l′m′(θ, ϕ)Ylm(θ, ϕ) sin θ dθ = δl′lδm′m; (7.35)

∞∑

l=0

l∑

m=−l

Y ∗
lm(θ

′, ϕ′)Ylm(θ, ϕ) = δ(cos θ′ − cos θ)δ(ϕ′ − ϕ). (7.36)

Сферичнi функцiї задовольняють рекурентне спiввiдношення

cos θYlm(θ, ϕ) =

=

√
(l + 1)2 −m2

(2l + 1)(2l + 3)
Yl+1,m(θ, ϕ) +

√
l2 −m2

(2l − 1)(2l + 1)
Yl−1,m(θ, ϕ), (7.37)

що являє собою розвинення його лiвої частини за базисом сферичних функ-
цiй.

Явний вигляд деяких сферичних функцiй:

Y00(θ, ϕ) =
1√
4π

; Y10(θ, ϕ) =

√
3

4π
cos θ; Y1±1(θ, ϕ) = ∓

√
3

8π
sin θ e±iϕ.

7.9. Приєднанi полiноми Лагерра

Регулярними розв’язками диференцiального рiвняння

xy′′ + (α + 1− x)y′ + ny = 0, n = 0, 1, . . .

в областi 0 6 x < ∞ є приєднанi полiноми Лагерра L
(α)
n (x). У разi α = 0

вони переходять у звичайнi полiноми Лагерра.
Явнi зображення для приєднаних полiномiв Лагерра:

• через формулу Родрiга:

L(α)
n (x) =

1

n!
x−αex

dn

dxn
[
xn+αe−x

]
; (7.38)

• вироджену гiпергеометричну функцiю (7.20):

L(α)
n (x) =

1

n!

Γ(n+ α + 1)

Γ(α + 1)
1F1(−n, α + 1, x). (7.39)
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